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В статье исследовано влияние нелинейностей теплофизических параметров и фазовых 

переходов плавления и испарения на электрические и тепловые процессы при нагреве 

металлического электрода сильноточным импульсом. Расчет полей осуществляется на основе 

сквозного «энтальпийного» метода.Осуществлена серия расчетов для информативного случая 

железа, являющегося основой наиболее употребительного в промышленности металла - стали. 

Установлено значительное влияние нелинейностей теплофизических параметров, фазовых 

переходов плавления и испарения, вида краевых условий на значения температурного и 

электрического полей, тогда как влияние потерь на радиационное излучение и конвективное 

охлаждение пренебрежимо. Результаты работы могут применяться в практике исследования и 

проектирования электрических аппаратов и других электротехнических устройств. 

Ключевые слова: металлический электрод, сильноточный импульс, электрическое поле, 

температурное поле, расчет, сквозной метод 

 

Введение  

В теории электрических контактов, плазмотронов, электросварки и т.д является ак-

туальной задача расчета электрического и температурного полей с учетом нелинейностей 

электро- и теплофизических свойств материала, фазовых переходов и других факторов [1-

4]. Теоретические основы тепловых процессов, подобных тем, что возникают при воздей-

ствии сильноточного импульса на металлические электоды были заложены в работах Ры-

калина Н.Н., Буткевича Г.В., Белкина Г.С. и других исследователей. Аналогичными явля-

ются модели взаимодействия излучения с веществом в процессах лазерной обработки ма-

териалов [1-4]. 

В предлагаемой статье результаты отмеченных исследований развиваются на основе 

сквозного «энтальпийного» метода, позволяющего эффективно учитывать нелинейности 

теплофизических характеристик материала, фазовые переходы (плавления, испарения), 

радиационное и конвективное охлаждения поверхности материала. 
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1. Математическая модель 

Рассматривается воздействие кратковременного сильноточного импульса на элек-

трод. Расчет тепло- и электрофизических процессов в веществе осуществляется на основе 

соответствующей нестационарной пространственной осесимметричной модели. Предпо-

лагается, что электрод занимает полупространство        – пространственная координа-

та (аппликата) в цилиндрической системе координат. Ток величиной     проводится через 

токовое пятно радиусом     на поверхности электрода (   ). 

1.1 Задача Стефана 

При математическом моделировании рассматриваются три этапа теплового процес-

са: нагрев материала до температуры плавления (твердая фаза); нагрев расплава и даль-

нейшее проплавление твердой части материала (жидкая фаза); начало интенсивного испа-

рения и кипения материала (фаза испарения и кипения).  

В статье для целей компьютерного моделирования применялся численный метод 

сквозного счета [9-13], основанный на преобразовании многофазной задачи Стефана к 

«энтальпийному» виду с сосредоточенной теплоемкостью. Краевая задача для уравнения 

теплопроводности имеет вид: 

 
  

  
 

 

 

 

  
  

  

  
  

   

   
                 (1) 

 
  

  
                     (2) 

                         , при         . (3) 

На оси симметрии (   ): 
  

  
     

Уравнение (1) – квазилинейное уравнение теплопроводности в «энтальпийной» 

форме, (2) – краевое условие на поверхности тела, учитывающее охлаждение за счет ра-

диационного и конвективного теплообмена, а также испарение:              
   

                 (3) – начальное условие и условие на бесконечности. 

Обозначения, используемые в (1) – (3):  

Q – энтальпия: 

                
 

  
                   , 

      единичная функция Хевисайда,   – температура,     - температура 

плавления,    - скрытая теплота плавления,    - начальное значение температуры тела 

(      ),        – массовая плотность,       – плотность твердой фазы, 

соответственно       – плотность расплава,        – удельная теплоемкость материала 

электрода,    – тепловой потенциал:             
 

  
       – теплопроводность, при таких обо-

значениях тепловой поток запишется в виде:         , 

t - время, r –полярный радиус,   - постоянная Стефана-Больцмана, k – коэффициент 

конвективного теплообмена,    – энергия, а    – время токового импульса,    – плотность 

http://technomag.bmstu.ru/


Наука и образование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 141 

джоулевых источников:          , где        - электропроводность,   - электриче-

ский потенциал. 

1.2 Обозначения и расчет характеристик испарения 

    - удельные потери на испарение с поверхности материала:                   , 

где      - скрытая теплота испарения,      - скорость фронта испарения в вакуум, опреде-

лялась уравнением Герца-Кнудсена: 

      
 

     

      

      
, 

где pн – давление насыщенного пара, соответствующее температуре поверхности us = 

u(r,0,t), M – масса моля и R – газовая постоянная. Давление насыщенного пара получено 

из уравнения Клаузиуса-Клапейрона, которое интегрировалось в предположении незави-

симости теплоты испарения qисп от температуры:               
     

     
 

     

   
 , где 

p0 – давление газа окружающей тело среды, uкип – температура кипения при давлении p0.  

Толщина испаренного слоя zисп(t) определялась как интеграл:  

               
 

 
. 

1.3 Модель электрического поля 

Электрический потенциал является решением краевой задачи для квазигармониче-

ского уравнения [1-6]: 

 
 

 

 

  
      

  

  
  

 

  
     

  

  
             (4) 

В исследовании рассматривались два основных вида краевых условий для уравнения 

(4):  

      
  

  
   

  

   
           

           

  (5а) 

Или 

                 
  

  
              (5б) 

В (5а) предполагается, что ток в токовом пятне распределен равномерно. Соответст-

вующим примером является воздействие электрической дуги или молнии на электрод. В 

(5б) в токовом пятне электрический потенциал принимает постоянное значение, что соот-

ветствует задачам теории электрических контактов (как известно, линии тока перпенди-

кулярны контактной площадке) [1,4].  

Условие на бесконечности:    , при         .  

На оси симметрии (   ): 
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Подобная термо-электрическая задача решалась в [5], но без детального учета фазо-

вых переходов и для одного варианта краевых условий. В [5] дополнительно учитывался 

термоэлектрический эффект Томсона, но как установлено в рассматриваемом исследова-

нии, вклад этого эффекта весьма незначителен. 

2. Конечно-разностный метод и алгоритм решения 

Область интегрирования – бесконечная, потому целесообразно применение нерав-

номерной сетки. Дифференциальные соотношения рассматриваемой краевой задачи при-

ближенно заменяются системой конечно-разностных уравнений: 

    
   

     
 

 
 

 

       
      

      
   

     
   

      
    

    
   

       
   

    
 

 
 

     
 
      
   

     
   

      
 
    
   

       
   

    
        

   
             

                   

где     шаг по времени,           номер временного слоя;      шаг сетки по коорди-

нате r;   номер узла сетки пространственной координаты r;       шаг сетки по коорди-

нате z;   номер узла сетки пространственной координаты z;       
           

 
 ,       

           

 
 ;     

   сеточная функция,     
                                   

           
         

       
         

    

Начальное условие запишется в виде:     
                      .  

Краевое условие на поверхности тела с первым порядком точности: 

      
 
 
    
      

 

    
        

 
                    

со вторым порядком точности:  

    
 
 

           
 

                
    
 
 

    
 

                
    
 

 – 
               

          
 
       

 
 

      
 
 

 

Применялись также другие конечно-разностные соотношения для рассматриваемого 

краевого условия, например, значение плотности теплового потока    вычислялось на 

предыдущем временном слое, что при неизменном порядке точности улучшало сходи-

мость. 

Условие на оси симметрии с первым порядком точности:     
      

   со вторым по-

рядком точности (                  ):  

    
 
            

 
                      

 
     

                       
 

. 

Условия на границах сеточной области, соответствующие условиям на бесконечно-

сти:      
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Система конечно-разностных уравнений, аппроксимирующая краевую задачу для 

электрического потенциала: 

 

       
             

 
      
 

     
 

      
         

 
    
 
       

 

    
 

 
 

     
        

 
      
 

     
 

      
      

 
    
 
       

 

    
     

                              

     
 
 
      
 

     
 

 
     

 
       

 
   

      
 

     
 
       

        
          

      
 

       
 

      
        

      
 

       
 

      
  

Конечно-разностная аппроксимация краевых условий на границах области: 

для случая (5а): 

     
     

 
     

 

    
  

  

   
        

        

                    

для случая (5б): 

    
 

=   , при            
      

                  . 

Условие на оси симметрии:     
      

                      

Сеточные уравнения, соответствующие условию на бесконечности: 

     
                   

                      . 

Возможны варианты краевых условий со вторым порядком точности, аналогично 

краевой задаче для температурного поля, но в силу линейности рассматриваемой задачи и 

прочих причин точность численного решения в обоих случаях достаточно высокая. 

Размер области по пространственной координате, значения шагов интегрирования 

выбираются исходя из требований точности конечно-разностного решения. 

Конечно-разностный метод является неявным и характеризуется высокой устойчи-

востью. 

На каждом временном слое система конечно-разностных уравнений решалась мето-

дом Зейделя. Вначале осуществлялся расчет электрического поля, что позволяло рассчи-

тать плотность джоулевых источников. На следующем этапе для каждого внутреннего уз-

ла сетки система решалась методом Ньютона относительно сеточного значения энтальпии 

    
   

 при известном     
 

,                        По этим значениям вычислялась 

температура в тех же узлах сетки:      
            

             где    - функция, об-

ратная к функции     , вычислявшаяся также методом Ньютона как решение нелинейно-

го уравнения относительно   вида:       . 
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Величина     
   

 в конечно-разностной производной краевого условия при z = 0 выра-

жалась через остальную часть выражения и также находилась в процессе итераций по ме-

тоду Зейделя. 

Контроль погрешности численного решения осуществлялся по значениям теплового 

и токового баланса (порядка 5%). 

Особенностью применяемого варианта энтальпийного метода для решения задачи 

(1)-(3) является то, что в нем не применяется сглаживание дельта-функции в формуле со-

средоточенной теплоемкости. Применимость такого варианта метода исследовалась на 

конкретной практически важной задаче теории электрических аппаратов. О трудностях, 

связанных с учетом в МКР сосредоточенной теплоемкости, отмечено в аналитическом об-

зоре [13].  

3. Результаты моделирования 

3.1 Исходные данные 

Свойства материалов на практике, как правило, отличаются значительной нелиней-

ностью характеристик. В данной статье соответствующие характеристики материала 

(температурные зависимости и пр.) заданы настолько точно, насколько позволили литера-

турные источники. 

В качестве основного объекта исследования рассмотрено железо. Это связано с тем, 

что материалы на основе железа – стали, являются наиболее употребительными из метал-

лов как в промышленности в целом, так и в области разнообразных технологий (напри-

мер, сварка стальных пластин и т.п.). При этом железо характеризуется сильной нелиней-

ностью теплофизических характеристик [7,8]. 

Основные теплофизические параметры железа, учитываемые в расчетах: плотность 

(при н. у.) - 7874 кг/м³; температура плавления - 1812 K (1538,85 °C); температура кипения 

- 3134 K; удельная теплота плавления - 247,1 кДж/кг; удельная теплота испарения - 6088 

кДж/кг; теплоемкость при н.у. - 444 Дж/(кг·К); теплопроводность - (300 K) 80,4 Вт/(м·К); 

молярная масса - 55,847 г/моль. 

Удельная теплоемкость железа, как и любого другого элемента, определяется его 

структурой и изменяется в зависимости от температуры; среднее значение теплоемкости 

железа при 0-1000°С равно 640,57 Дж/(кг·К). Зависимость теплоемкости железа от темпе-

ратуры характеризуется выраженной нелинейностью [8]. 

Таблица 1 Значения теплоемкости железа для различных интервалов температур 

Т, К Т, °С Тип решетки С, кДж/(кг∙моль∙град) С, кДж/(кг∙град) 

273...1033 0...760 α 17,50082 + 24,78586∙10
-3

∙Т 0,31335 + 0,4438∙10
-3

∙Т 

1033...1181 760...908 β 37,6812 0,6747 

1181...1674 908...1401 γ 7,70371 + 19,51049∙10
-3

∙Т 0,1397 + 0,3493∙10
-3

∙Т 

1674...1810 1401...1537 δ 43,96140 0,7870 

1810...1873 1537...1600 Жидкость 41,868 0,7495 
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На рис.1 представлены в относительных единицах основные теплофизические пара-

метры железа (c – теплоемкость, Q – энтальпия,  – тепловой потенциал,  – теплопро-

водность, a – температуропроводность). 

 

Рис.1. Теплофизические параметры железа (в относительных единицах) 

 

В области фазового перехода характеристики железа претерпевают скачки. Плот-

ность расплава железа при температуре 1535 °С равна 6900 кг/м³, т.е. на 12% ниже, чем 

при н.у. Вблизи температуры плавления имеют место следующие скачки параметров же-

леза: теплоемкость – от 450 до 710 Дж/(кг·К), теплопроводность – от 17 до 29 Вт/(м·К), 

температуропроводность примерно от 3·10
–6

 до 8·10
–6

 м³/с [7].  

Характерный размер расчетной области, длительность и величина токового импуль-

са были выбраны типичными для электрических контактов: 

                                            

Площадь и радиус токового пятна на поверхности электрода: 

                    

Параметры конечно-разностного метода выбирались в соответствии с требованиями 

точности:      ,      , = 10
–6

.  

Область в районе токопроводящего пятна с размерами               

         покрывалась сеткой с меньшим шагом при количестве узлов:       ,     

   . 
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Расчеты осуществлялись на ПЭВМ типа Pentium в системе программирования Pascal 

ABC. Затраты времени на одном шаге интегрирования  порядка 0,1 с. 

3.2 Результаты для первого варианта краевых условий (5а) 

На рис.2 представлены серии графиков температурного поля в зависимости от про-

странственных координат (с шагом по времени          ). Из общего множества графи-

ков на рисунках здесь и далее представлен каждый 3-й. 

  

Рис.2. Графики профилей температурного поля (1 – зависимости от z, r = fixed, 

 2 – зависимости от r, z = fixed)  

 

На рис.3 представлены графики (в относительных единицах) зависимости от време-

ни координат фронтов фазовых переходов. Наибольшие значения координат фронтов фа-

зовых переходов: xпл(tF) = 80 мкм; xисп(tF) = 3,4 мкм. Скорости движения фронта испаре-

ния: vисп(tF) = 0,02 м/с. 

При относительно малых токах за время несколько миллисекунд происходит уста-

новление стационарного режима, при больших токах происходит интенсивное кипение и 

испарение материала, процесс носит взрывообразный характер (т.н. «режим с обострени-

ем»). 

Ступенчатый характер графика №4 связан со стефановской нелинейностью. Интер-

поляция значений xпл(t) возможна по сеточным значениям как температурного поля, так и 

энтальпии. Использование для интерполяции значений энтальпии приводит к сглажива-

нию графика. 
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Рис.3. Графики электрического потенциала: (1) – среднее значение в токовом пятне, (2) – в начале 

координат; графики максимальной температуры (3) и координат фронтов фазовых переходов: 4 – zпл(t),  

5 - zисп(t)  

 

На рис.4 представлены графики, описывающие характер электрического поля в 

электроде. 

В работе исследовались также потери на радиационное излучение и конвективное 

охлаждение, которые составляют порядка 1% и являются пренебрежимыми. 

 

  

Рис.4. Зависимости потенциала на 2 шаге (слева) и на 2000 шаге по времени (справа): (1) – от z, r = fixed; 

 (2) – от r, z = fixed 

http://technomag.bmstu.ru/


Наука и образование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 148 

 

Рис.5. Плотность тока на 2-м и 2000-м шагах (1 – зависимости от z, r = fixed, 2 – зависимости от r, z = fixed) 

 

Как следует из рис.5 плотность тока относительно слабо зависит от времени. Плот-

ность джоулевых источников равна отношению квадрата плотности тока к электропро-

водности (последняя уменьшается приблизительно обратно пропорционально росту тем-

пературы). На рассматриваемом интервале времени среднее по объему значение электро-

проводности уменьшается на порядок, что приводит к соответствующему увеличению на-

пряжения. 

3.3 Результаты для второго варианта краевых условий (5б) 

На рис.6 представлены серии графиков температурного поля в зависимости от про-

странственных координат (с шагом по времени          ). При относительно малых на-

пряжениях за время несколько миллисекунд происходит установление стационарного ре-

жима, при больших напряжениях происходит интенсивное кипение и испарение материа-

ла.  

  

Рис.6. Профили температурного поля на 200 и 2000 шаге: 1 – зависимости от z , r = fixed;  

2 – зависимости от r, z = fixed.  
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На рис.7 представлены графики (в относительных единицах) зависимости от време-

ни координат фронтов фазовых переходов. Наибольшие значения координат фронтов фа-

зовых переходов: xпл(tF) = 80 мкм; xисп(tF) = 1,7 мкм. Скорости движения фронта испаре-

ния: vисп(tF) = 0,012 м/с. 

 

Рис.7. (1) – значение электрического потенциала в токовом пятне, (2) – ток; графики максимальной 

температуры (3) и координат фронтов фазовых переходов: 4 – zпл(t), 5 – zисп(t)  

 

На начальном этапе процесс имеет характер короткого замыкания, значение тока 

равно около 4760 А. В дальнейшем из-за разогрева зоны проводимости происходит мно-

гократное увеличение электрического сопротивления и соответствующее снижение значе-

ний тока примерно до 400 А.  

Графики, описывающие характер электрического поля в электроде, представлены на 

рис.8 и 9.  

 

Рис.8. Зависимости потенциала на 2-м и 2000-м шаге по времени (1 – зависимости от z, r = fixed, 2 – 

зависимости от r, z = fixed) 
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Рис.9. Плотность тока на 2 и 2000-м шаге (1 – зависимости от z, r = fixed, 2 – зависимости от r, z = fixed) 

 

В отличие от варианта (5а) плотность тока на рассматриваемом интервале времени 

изменяется на порядок. Наибольшие значения плотности тока и температуры достигаются 

на краях проводящей ток площадки. Это согласуется с известным фактом теории контак-

тов, что сваривание контактов часто происходит по краям контактного пятна. 

Как показали результаты компьютерных экспериментов, влияние нелинейностей те-

пло- и электрофизических характеристик значительно. Так для случая краевых условий с 

постоянным током 500 А в момент времени 2,25 мс в детальной модели температура в 

центре токопроводящего пятна на электроде равняется 2636,5 К; глубина проплавления 

110 мк, абсцисса фронта испарения 12,5 мк, скорость испарения 1 мм/с. Для модели с ус-

редненными тепло- и электрофизическими параметрами, даже при учете фазового перехо-

да соответствующие значения (3628,8 К; 170 мк, 20,6 мк, 44 мм/с) отличаются на 50-100% 

и более. Как уже было выше отмечено на расчетном интервале времени средние по объе-

му значения электропроводности меняются на порядок. 

Выводы 

Сформулирована математическая модель, а также разработаны алгоритм и програм-

мы для ЭВМ, позволяющие эффективно осуществлять компьютерное моделирование теп-

ло- и электрофизических процессов при воздействии сильноточного импульса на метал-

лические электроды и электрические контакты. 

Осуществлена серия расчетов для информативного случая железа, являющегося ос-

новой наиболее употребительного в промышленности металла - стали. 

Установлено значительное влияние нелинейностей теплофизических параметров, 

фазовых переходов плавления и испарения, вида краевых условий на значения темпера-

турного и электрического полей. 

Влияние потерь на радиационное излучение и конвективное охлаждение пренебре-

жимо. 
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Результаты работы могут применяться в практике исследования и проектирования 

электрических аппаратов и других электротехнических устройств. 
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The article investigates the thermal and electrical processes when heating the metal elec-

trode by a high current pulse. The aim is to understand an impact nature of the nonlinearities of 

thermal parameters, the phase transitions of melting and evaporation, and the type of boundary 

conditions in the current spot. To solve the problem was formulated a mathematical model, and 

were also developed a finite-difference method and computer programmes which allow an effec-

tive computer simulations of thermal and electrical processes under the high current pulse impact 

on the metal electrodes. The Stefan problem is solved by the through "enthalpy" method. Calcu-

lation of the electric field is performed by Seidel iteration. Thermal and current balance and 

comparison with solution results of model problems allow computer error monitoring.  

The work involved a series of calculations for an informative case of iron. It enabled to 

find a significant influence of the nonlinearities of thermal parameters, the phase transitions of 

melting and evaporation, the type of boundary conditions on the values of the temperature and 

electric fields, especially in the vicinity of the current spot. The presence of high current density 

and temperature, respectively, in the vicinity of the current spot edge confirms the well-known 

hypothesis about the causes of contact welding on the edges of the contact area. It has been 

found that the impact of losses on radiation and convection cooling is negligible. The article con-

tinues and complements the well-known research in the theory of electrical contacts and welding 

processes based on detailed consideration of the electrode material properties, the nonlinearities, 

and a type of boundary conditions for temperature and electric fields.  

The results can be used in the practice in research and design of electrical machines and 

other electrical devices.  

The study has revealed the need to improve the enthalpy finite- difference method for solv-

ing the Stefan problem in order to enhance its accuracy, in particular in the calculation of the 

phase transition front. Further detailed analysis of thermal and electrical processes in the boiling 

point, defining an adequacy degree of the model of quiet evaporation, and gas-, hydro- and elec-

tro-dynamic factors to be taken in more consideration are of interest. 
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