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Äëÿ êîìïîçèòà ñ äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè øàðîâîé ôîðìû ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå êîëè÷å-
ñòâåííûõ îöåíîê ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîëó÷åííûõ ñ ïðèìåíåíèåì
ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ. Âûáðàí ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò ñòðóêòóðû òàêîãî êîìïîçèòà, êîòîðûé
èñïîëüçîâàí ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè òðåõìåðíîé çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ìåòî-
äîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êîíòðîëèðóåìîé èíòåãðàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèé, à òàêæå
ïðè ïîñòðîåíèè äâóñòîðîííèõ îöåíîê ýòîãî êîýôôèöèåíòà ñ ïðèâëå÷åíèåì ýëåêòðîòåïëîâîé àíà-
ëîãèè. Äëÿ äàííîãî êîýôôèöèåíòà ïðèâåäåíû äâóñòîðîííèå îöåíêè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå âàðè-
àöèîííîãî ïîäõîäà, è ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà, êîòîðàÿ âûâåäåíà ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ. Ñðàâíè-
òåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëèë óñòàíîâèòü îáëàñòè îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, â
êîòîðûõïðåäñòàâëåííûå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè îáåñïå÷èâàþòíàäåæíûéïðîãíîç çíà÷åíèé ýòîãî
êîýôôèöèåíòà â ñëó÷àå ñóùåñòâåííîãî ðàçëè÷èÿ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû è
äèñïåðñíûõ âêëþ÷åíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò; ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè; äâóñòîðîííèå îöåí-
êè; äèñïåðñíûå âêëþ÷åíèÿ øàðîâîé ôîðìû

Ââåäåíèå

Â êà÷åñòâå êîíñòðóêöèîííûõ è ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå ôóíêöèîíàëüíûõ ìà-
òåðèàëîâ â ðàçëè÷íûõ ïðèáîðíûõ óñòðîéñòâàõ íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå êîìïîçèòû,
ñîñòîÿùèå èç ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íîé ôîðìû. Ê êîìïîçèòàì ìîæíî îòíåñòè áîëü-
øèíñòâî ïðèìåíÿåìûõ â òåõíèêå ìàòåðèàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ãåòåðîãåííûìè òâåðäûìè òåëàìè.
Ñðåäè òàêèõ ìàòåðèàëîâ áîëüøóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò êîìïîçèòû ñ âêëþ÷åíèÿìè â âèäå
ìåëêîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö. Ê íèì ñëåäóåò îòíåñòè è ðàçëè÷íûå íàíîñòðóêòóðíûå ÷àñòèöû,
ïåðñïåêòèâà èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ñâÿçàíà ñ âîçìîæíîñòüþ ïîâûøåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê êîìïîçèòîâ.
Äëÿ óëó÷øåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî êàê ñîñòàâíîé

÷àñòè êîìïîçèòà èñïîëüçóþò ìåëêîäèñïåðñíûå íàïîëíèòåëè â âèäå ïîðîøêà, ÷åøóåê èëè
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âîëîêíèñòûõ ÷àñòèö [1, 2]. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ýêçîòåðìè÷åñêèé ýôôåêò â ïðî-
öåññå îòâåðæäåíèÿ ñâÿçóþùåãî, óìåíüøèòü åãî óñàäêó è óëó÷øèòü ìåõàíè÷åñêèå, òåïëîôè-
çè÷åñêèå, ýëåêòðîìàãíèòíûå è äðóãèå ýêñïëóàòàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè èçãîòàâëèâàåìîãî
êîìïîçèòà. Âìåñòå ñ òåì íàëè÷èå â ñâÿçóþùåì òàêèõ íàïîëíèòåëåé ìîæåò ïðèâåñòè ê âîç-
íèêíîâåíèþ åãî ïîðèñòîñòè, óõóäøàþùåé ñâîéñòâà êîìïîçèòà. Âîçíèêíîâåíèå ïîð òàêæå
ñâÿçàíî ñ óñàäêîé ñâÿçóþùåãî â ïðîöåññå åãî îòâåðæäåíèÿ, äîñòèãàþùåé íåñêîëüêèõ ïðî-
öåíòîâ (äëÿ ýïîêñèäíîãî è êðåìíèé-îðãàíè÷åñêîãî äî 4 %, äëÿ ôåíîëüíîãî äî 7 %, à äëÿ
ïîëèýôèðíîãî äàæå äî 15 % [1]). Ðàçìåðû ÷àñòèö ìîãóò èçìåíÿòüñÿ îò äîëåé ìèêðîìåòðà äî
íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ìèêðîìåòðîâ [3]. Ìîæíî îæèäàòü àíàëîãè÷íîãî èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ
ðàçìåðîâ ïîð.
Îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà, êîòîðàÿ ÷óâñòâèòåëüíà ê íàëè÷èþ â íåì âêëþ÷å-

íèé â âèäå ïîð è ìåëêîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö, ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþùèé îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òàêèõ êîìïîçèòîâ.
Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ îöåíêè ýòîãî êîýôôèöèåíòà â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ, äåòàëüíî ïðî-
àíàëèçèðîâàííûõ, íàïðèìåð, â [4, 5], ïîëó÷åíû, êàê ïðàâèëî, ëèáî â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíûì ìàòåðèàëàì, ëèáî ïóòåì àïðè-
îðíîãî çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû èëè òåïëîâîãî ïîòîêà â ìîäåëÿõ ñòðóêòóðû
ãåòåðîãåííûõ òåë. Âìåñòå ñ òåì êîëè÷åñòâåííîå âëèÿíèå îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ïîð è
ìåëêîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö íà ýòîò êîýôôèöèåíò ìîæíî óñòàíîâèòü ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïåðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè â êîìïîçèòå.
Â äàííîé ðàáîòå äëÿ êîìïîçèòà ñ äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè øàðîâîé ôîðìû ïðîâåäåíî

ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-
âîäíîñòè êîìïîçèòà ñ äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè øàðîâîé ôîðìû, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ ïðîöåññà òåïëîïåðåíîñà â òàêîì êîìïîçèòå.

1. Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ

Åñëè âêëþ÷åíèÿ â êîìïîçèòå èìåþò áëèçêèå ðàçìåðû âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, òî â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê øàðîâûå, ïîñêîëüêó øàð ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêè óñðåäíåííîé ôîðìîé òàêèõ âêëþ÷åíèé. Áëèçêóþ ê øàðîâîé ôîðìó èìåþò íåêîòîðûå
íàíîñòðóêòóðíûå ÷àñòèöû (â òîì ÷èñëå ôóëëåðåíû è îáðàçîâàííûå èç íèõ êëàñòåðû | ôóë-
ëåðèòû [6]), êîòîðûå â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âêëþ÷åíèÿ äëÿ êîìïîçèòîâ
ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ.
Äëÿ êîìïîçèòà ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àäåêâàòíûå ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå äîñòàòî÷íî äîñòîâåðíî ïðîãíîçèðîâàòü çàâèñèìîñòü åãî ýôôåê-
òèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû è
âêëþ÷åíèé è îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ïîñëåäíèõ [7]. Â ñèëó ýëåêòðîòåïëîâîé àíàëîãèè [8]
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ òåïëîïðîâîäíîñòè â òàêîì êîìïîçèòå, ìî-
ãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ îöåíêè ýëåêòðîïðîâîäíîñòè, äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 183

http://technomag.bmstu.ru


ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè êîìïîçèòà. Èìåííî îöåíêå ýëåêòðîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîä-
íîé ñðåäû ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè áûëà ïîñâÿùåíà ïåðâàÿ èçâåñòíàÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè
ðàáîòà [9], îïóáëèêîâàííàÿ Ê. Ìàêñâåëëîì åùå â 1873 ãîäó.
Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåïëîâîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ ìàòðèöû êîìïîçèòà ñ äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè íå ó÷èòûâàåò âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ïîñëåäíèõ. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî âêëþ÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíû ïî îáúåìó
êîìïîçèòà ðàâíîìåðíî, íî èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì (õàîòè÷åñêèì).
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òàêèõ ïîäõîäîâ ïðîâåäåí â ðàáîòàõ [7, 10]. Â ðàáîòàõ [11, 12] ïðèâå-
äåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîä-
íîñòè, îñíîâàííàÿ íà ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà òåïëîïåðåíîñà â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå
èçîòðîïíîãî êîìïîçèòà ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû. Â ñëó÷àå øàðîâûõ âêëþ÷åíèé îáû÷íî âûäå-
ëÿþò ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò â âèäå êóáà, â öåíòð êîòîðîãî ïîìåùàþò âêëþ÷åíèå [12].
Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ýêâèâàëåíòíà ïðîñòîé êóáè÷åñêîé êðè-
ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå. Ïîâòîðÿþùàÿñÿ ÿ÷åéêà òàêîé ðåøåòêè ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Ýòà
ÿ÷åéêà èìååò òðè ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, ÷òî ïðèâîäèò ê èçîòðîïèè êîìïîçèòà ïî îòíîøåíèþ
ê ñâîéñòâó òåïëîïðîâîäíîñòè è ïîçâîëÿåò õàðàêòåðèçîâàòü ýòî ñâîéñòâî îäíèì çíà÷åíèåì λ

ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðèñ. 1. Ïîâòîðÿþùàÿñÿ ÿ÷åéêà
ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû êîìïîçèòà

2. Äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ êîìïîçèòà ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó ñèììåòðèè ïîâòîðÿþùåéñÿ ÿ÷åéêè (ñì. ðèñ. 1) â êà÷åñòâå ïðåäñòàâè-
òåëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû êîìïîçèòà äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ëèøü âîñü-
ìóþ ÷àñòü ýòîé ÿ÷åéêè â âèäå êóáà ñ âîñüìîé ÷àñòüþ øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ, öåíòð êîòîðîãî
ðàñïîëîæåí â îäíîé èç âåðøèí ýòîãî êóáà. Ýòó âåðøèíó ïîìåñòèì â íà÷àëå ïðÿìîóãîëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox1x2x3, ïðèíÿâ áåçðàçìåðíóþ äëèíó ðåáðà êóáà ðàâíîé åäèíèöå è
íàïðàâèâ êîîðäèíàòíûå îñè âäîëü ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû. Ïðè áåçðàçìåðíîì
ðàäèóñå r 6 1øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷å-
íèé C�

V = π/6 ≈ 0, 5236, à äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ r ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî CV = πr2/6.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà λ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèíè-

ìàþò ïðåäïîëîæåíèå î ðàñïîëîæåíèè â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå èçîòåðìè÷åñêèõ ïëîñ-
êîñòåé ïàðàëëåëüíî îäíîé èç ãðàíåé êóáà. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ äî-
ïóñòèìûì äëÿ ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà, âõîäÿùåãî â âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó
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çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè [13] â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå
ñòðóêòóðû êîìïîçèòà, íî îíî íå ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì ðàñïðåäåëåíèåì, íà êîòîðîì ýòîò
ôóíêöèîíàë äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåííàÿ ïî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ
òåìïåðàòóðû òåïëîâàÿ ïðîâîäèìîñòü ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà áóäåò âûøå èñòèííîé, ÷òî
è ïðèâîäèò ê âåðõíåé îöåíêå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà.
Íèæíÿÿ îöåíêà ýòîãî êîýôôèöèåíòà ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î ïåðïåíäèêóëÿðíî-

ñòè ëèíèé òîêà òåïëîâîãî ïîòîêà òîé æå ãðàíè êóáà. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òå-
ïëîâîãî ïîòîêà äîïóñòèìî äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà, íî îòëè÷àåòñÿ îò èñòèííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðîì ýòîò ôóíêöèîíàë äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ïîýòîìó âû÷èñëåííàÿ
ïî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà òåïëîâàÿ ïðîâîäèìîñòü ïðåäñòàâè-
òåëüíîãî ýëåìåíòà áóäåò íèæå èñòèííîé, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå íèæíåé îöåíêè
ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà.
Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ λm èëè λ◦, ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòàì òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëîâ ìà-
òðèöû èëè âêëþ÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà λ(x1, x2 x3) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò
òî÷êèM(x1, x2, x3), ïðèíàäëåæàùåéâïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå ëèáîìàòðèöå, ëèáîôðàã-
ìåíòó âêëþ÷åíèÿ. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ñå÷åíèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ïëîñêîñòüþ
x3 = 0. Ãðàíè x1 = 0, x1 = 1 è x3 = 0, x3 = 1 ýòîãî ýëåìåíòà ïðèìåì èäåàëüíî òåïëîèçî-
ëèðîâàííûìè, à íà ãðàíÿõ x2 = 0 è x2 = 1 çàäàäèì òåìïåðàòóðû, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî
íóëþ è T0.

Ðèñ. 2. Ñå÷åíèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà
ñòðóêòóðû ïëîñêîñòüþ x3 = 0

Âåðõíþþ îöåíêó êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ìîæíî â äàííîì ñëó÷àå
ïðåäñòàâèòü â âèäå λ+ = 1/R−

∗ , ãäå R−
∗ | íèæíÿÿ îöåíêà òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà â ñëó÷àå, êîãäà âñå èçîòåðìè÷åñêèå ïîâåðõ-
íîñòè â ýòîì ýëåìåíòå ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Ox1x3. Îíî ïîñëåäîâàòåëüíî
âêëþ÷àåò òåðìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå Rm = (1− r)/λm ñëîÿ åäèíè÷íîé ïëîùàäè òîëùèíîé
1 − r ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λm è òåðìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå R∗ ñëîÿ òàêæå
åäèíè÷íîé ïëîùàäè òîëùèíîé r, ñîäåðæàùåãî âîñüìóþ ÷àñòü øàðà è ôðàãìåíò ìàòðèöû.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû R∗ âûäåëèì ñëîé åäèíè÷íîé ïëîùàäè ñ òîëùèíîé dx2,

âêëþ÷àþùåé äâà ó÷àñòêà (ñì. ðèñ. 2): ïëîùàäüþ 1 − π(r2 − x2
2)/4 ñ êîýôôèöèåíòîì òå-
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ïëîïðîâîäíîñòè λm ìàòðèöû è ïëîùàäüþ π(r2− x2
2)/4 ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè

λ◦ âêëþ÷åíèÿ. Òîãäà äëÿ òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ýòîãî ñëîÿ çàïèøåì

dR∗ =
dx2

λ◦π(r2 − x2
2)/4 + λm(1− π(r2 − x2

2)/4)
,

à äëÿ âñåãî ñëîÿ òîëùèíîé r íàéäåì

R∗ =
1

λm

r∫
0

dx2

1 + b(r2 − x2
2)

=
1

2bλm

√
a1

ln

√
a1 + r

√
a1 − r

, (1)

ãäå b = (λ̄ − 1)π/4, λ̄ = λ◦/λm, a1 = 1/b + r2. Åñëè λ̄ < 1, òî b < 0 è âìåñòî ôîðìóëû (1)
ïîëó÷èì

R∗ =

r∫
0

dx2

1 + br2 + |b|x2
3

=
1

λm

√
(1 + br2)|b|

arctg

√
|b|r

√
1 + br2

.

Òàêèì îáðàçîì, íèæíÿÿ îöåíêà ñóììàðíîãî òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðåäñòàâèòåëü-
íîãî ýëåìåíòà ñîñòàâèò Rm + R∗, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà åãî òåïëîâîé ïðîâîäè-
ìîñòè, ñîâïàäàþùàÿ â äàííîì ñëó÷àå ñ âåðõíåé îöåíêîé êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè,
áóäåò ðàâíà

λ+ =
1

Rm + R∗
=

λm

1− r + λmR∗
. (2)

Ïðè ïîñòðîåíèè íèæíåé îöåíêè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåäñòàâèòåëüíîãî
ýëåìåíòà ââåäåì ñèñòåìó àäèàáàòè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíîé îñèOx2.
Òîãäà òåðìè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ýòîãî ýëåìåíòà áóäåò ñóììîé ïðîâîäèìîñòåé Ym = λm(1−
r) áëîêà åäèíè÷íîé âûñîòû ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λm ìàòðèöû, èìåþùåãî
ïëîùàäü 1−πr2/4 ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, è Y∗ áëîêà òàêæå åäèíè÷íîé âûñîòû, íî ñ ïëîùàäüþ
πr2/4 ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ñîäåðæàùåãî âîñüìóþ ÷àñòü øàðà è ôðàãìåíò ìàòðèöû.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû Y∗ âûäåëèì ôðàãìåíò êîëüöåâîãî ñëîÿ åäèíè÷íîé âûñîòû

òîëùèíîé dx1 ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì x1, âêëþ÷àþùèé äâà ó÷àñòêà (ñì. ðèñ. 2): âûñîòîé√
r2 − x2

1 ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ◦ è âûñîòîé 1−
√

r2 − x2
1 ñ êîýôôèöèåíòîì

òåïëîïðîâîäíîñòè λm. Äëÿ òåïëîâîé ïðîâîäèìîñòè ýòîãî ñëîÿ çàïèøåì

dY∗ =

π

2
x1 dx1√

r2 − x2
1

λ◦1
+

1−
√

r2 − x2
1

λm

,

à äëÿ âñåãî áëîêà ñ ïëîùàäüþ πr2/4 ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x1 â
ïðåäåëàõ îò 0 äî r ïîëó÷èì

Y∗ =
πλm

2

r∫
0

x1 dx1

1 + b1

√
r2−x2

1

=
πλm

2b1

(
r − ln(1 + b1r)

b1

)
,

ãäå b1 = 1/λ̄1 − 1. Â èòîãå íèæíÿÿ îöåíêà êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåäñòàâèòåëü-
íîãî ýëåìåíòà áóäåò ðàâíà

λ− = Ym + Y∗ = λm(1− πr2) + Y∗. (3)
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Åñëè âìåñòî øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ â êóáè÷åñêîì ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå ðàññìàòðè-
âàòü âêëþ÷åíèå â ôîðìå êóáà, òî áåçðàçìåðíûå äâóñòîðîííèå îöåíêè ïðèíèìàþò âèä [2]

λ̃+
� =

λ+
�

λm

=
1 + (λ̄− 1)C

2/3
V

1 + (λ̄−1)C
2/3
V (1− C

1/3
V )

, λ̃−� =
λ−�
λm

=
1− (λ̄−1)C

1/3
V (1− C

2/3
V )

1− (λ̄− 1)C
1/3
V

. (4)

3. Äâóñòîðîííèå îöåíêè íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà

Ïðåäñòàâëåííûå âûøå äâóñòîðîííèå îöåíêè öåëåñîîáðàçíî ñîïîñòàâèòü ñ îöåíêàìè,
ó÷èòûâàþùèìè ëèøü îáúåìíóþ êîíöåíòðàöèþ CV âêëþ÷åíèé. Èç âàðèàöèîííîé ôîðìó-
ëèðîâêè çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå ñòðóêòóðû
êîìïîçèòà, ïðåäïîëàãàÿ îäíîðîäíîñòü ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òåïëî-
âîãî ïîòîêà â ïðåäåëàõ ýòîãî ýëåìåíòà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ [7, 14]

λ̃+
1 =

λ+
1

λm

= 1− CV + λ̄CV >
λ

λm

>
1

1− CV + CV /λ̄
=

λ−1
λm

= λ̃−1 . (5)

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ñìåñåâîé ìîäåëè ïðîöåññà òåïëîïåðåíîñà â êîìïîçèòå [15].
Ïðè CV = 0, CV = 1 è λ̄ = 1 âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè ñîâïàäàþò. Îäíàêî ïðè áîëüøîì îò-
ëè÷èè ïàðàìåòðà λ̄ îò åäèíèöû ðàçíîñòü∆λ̃1 = (λ̃+

1 − λ̃−1 )/2, õàðàêòåðèçóþùàÿ íàèáîëüøóþ
âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ (λ̃+

1 + λ̃−)/2

áåçðàçìåðíûõ îöåíîê, äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé CV ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé.
Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñáëèçèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè [16]:

λ̃+
2 = λ̃+

1 −
(λ̄− 1)2CV (1− CV )

CV + λ̄(1− CV ) + 2 min(λ̄, 1)
>

λ

λm

>

> λ̃+
1 −

(λ̄− 1)2CV (1− CV )

CV + λ̄(1− CV ) + 2 max(λ̄, 1)
= λ̃−2 . (6)

ßñíî, ÷òî ∆λ̃2 = (λ̃+
2 − λ̃−2 )/2 < ∆λ̃1, íî ïðè λ̄ > 10 è 1/λ̄ > 10 ðàçíîñòü ∆λ̃2 îñòàåòñÿ

çíà÷èòåëüíîé.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî
ýëåìåíòà ñòðóêòóðû êîìïîçèòà ìîæíî íàéòè ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â ýòîì ýëåìåíòå ïðè óêàçàííûõ âûøå ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ. Ñóììàðíûé òåïëîâîé ïîòîê Q1, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ãðàíü x2 = 1 êóáè÷åñêîãî
ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñ ðåáðîì åäèíè÷íîé äëèíû, âû÷èñëåííûé ïî ðåçóëüòàòàì
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ïîçâîëÿåò çàòåì íàéòè îòíîñèòåëüíûé ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè λ̃� = λ�/λm = Q1/(λmT0) òàêîãî ýëåìåíòà. Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðè T0 = 1 è λm = 1 ìîæíî îöåíèòü èíòåãðàëüíî ïî çíà÷åíèþ
∆Q̃ = |1 − Q0/Q1|, ãäå Q0 | ñóììàðíûé òåïëîâîé ïîòîê íà ãðàíè x2 = 0 êóáè÷åñêîãî
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ýëåìåíòà. Ïðè äîïóñòèìîì ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè çíà÷åíèè ∆Q̃ ñëåäóåò ïðèíÿòü
λ̃� = (Q1 + Q0)/2.
Ïåðâûé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîÿë â äèñêðåòèçàöèè òðåõìåðíîé îáëàñòè, çàíÿòîé

ïðåäñòàâèòåëüíûì ýëåìåíòîì, êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè â âèäå äåñÿòèóçëîâûõ òåòðàýäðîâ ñ
êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè ôîðìû [17]. Îáëàñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà ðàçáèòà íà 92743
ýëåìåíòà ñ îáùèì ÷èñëîì 93236 óçëîâ. Çíà÷åíèÿ ∆Q̃ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ íà óêàçàííûõ ñåòêàõ âîçðàñòàëè ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäèíèöû
è óâåëè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàäèóñà r âêëþ÷åíèÿ, íî ïðè λ̄ = 0, 01 è λ̄ = 100 íå ïðåâû-
ñèëè 10−4.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, îòíåñåííîãî ê âå-

ëè÷èíå λ+
1 ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèèCV îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè äèñïåðñíûõ âêëþ÷å-

íèé è îáîçíà÷åííîãî Λ, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3 äëÿ çíà÷åíèé λ̄ = 10 è λ̄ = 0,1, à íà ðèñ. 4| äëÿ
λ̄ = 100 è λ̄ = 0,01. Îáîçíà÷åíèÿ êðèâûõ íà ýòèõ ðèñóíêàõ îäèíàêîâû. Ñïëîøíîé êðèâîé ñ
êðóæêàìè ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòèΛ� = λ�/λ+

1 îòCV , ïîñòðîåííûé ïî ðåçóëüòàòàì
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Òîíêàÿ ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò çàâèñèìîñòè

Λ∗ =
λ∗

λ+
1

=
2− λ̄ + 3(λ̄− 1)CV +

√
(2− λ̄ + 3(λ̄− 1)CV )2 + 8λ̄

4λ̃+
1

,

ïîëó÷åííîé äëÿ êîìïîçèòà ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ [18].
Øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå ïîñòðîåíû ïî ôîðìóëàì (2) è (3), ñïëîøíûå êðèâûå ñ
êâàäðàòàìè | ïî ôîðìóëàì (4), à øòðèõîâûå ëèíèè | ïî ôîðìóëàì (6). Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò çàâèñèìîñòè îò CV îòíîøåíèÿ λ−1 /λ+

1 , êîòîðîå îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì (5).
Àáñöèññà âåðòèêàëüíîé øòðèõîâîé ëèíèè ðàâíà C�

V = π/6.

à á

Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà:
à | ïðè λ̄ = 10; á | ïðè λ̄ = 0,1
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à á

Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà:
à | ïðè λ̄ = 100; á | ïðè λ̄ = 0,01

Ïðè CV < 0, 3 â ñëó÷àå λ̄ > 10 ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïà-
äàþò ñ íèæíåé óòî÷íåííîé îöåíêîé (ñì. ðèñ. 3, à è ðèñ. 4, à), à â ñëó÷àå 1/λ̄ > 10 | ñ
âåðõíåé óòî÷íåííîé îöåíêîé (ñì. ðèñ. 3, á è ðèñ. 4, á). Âî âòîðîì ñëó÷àå ýòè ðåçóëüòàòû
ïîëíîñòüþ îñòàþòñÿ â ïðåäåëàõ ïîëîñû ìåæäó äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè, îïðåäåëÿåìûìè
ôîðìóëàìè (4), òîãäà êàê â ïåðâîì ñëó÷àå îíè âûõîäÿò èç ýòîé ïîëîñû ïðè çíà÷åíèÿõ CV ,
áëèçêèõ ê C�

V . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óæå ïðè CV > 0, 1 çàìåòíî îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ îò îöåíêè, ïîëó÷åííîé ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äâóñòî-
ðîííèå îöåíêè, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (2) è (3), îãðàíè÷èâàþò áîëåå óçêóþ ïîëîñó ïî
ñðàâíåíèþ ñ óòî÷íåííûìè îöåíêàìè è â ýòîé ïîëîñå ïîëíîñòüþ íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷è-
ñëåííîãî ðåøåíèÿ è îäíà èç óòî÷íåííûõ îöåíîê, à ïðè CV 6 0, 3 è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
ïî ôîðìóëàì (4) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé λ̄. Ïðè CV > 0, 3 èç ýòîé ïîëîñû âûõîäÿò çíà÷åíèÿ,
îïðåäåëÿåìûå ïåðâîé ôîðìóëîé (4) ïðè λ̄ = 0, 01 è âòîðîé ôîðìóëîé (4) â ñëó÷àå λ̄ > 10.

Ìàñøòàá íà ðèñ. 3 è 4 íå ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìåðå âûÿâèòü ðàçëè÷èå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðåäñòàâèòåëü-
íîì ýëåìåíòå ñòðóêòóðû êîìïîçèòà ïðè ïðåäåëüíûõ âîçìîæíûõ âåëè÷èíàõ λ̄ = 0 è λ̄ → ∞
(ïåðâàÿ èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì èäåàëüíîé òåïëîèçîëÿöèè íà ïîâåðõíîñòè øàðîâîé
ïîðû, à âòîðàÿ | èäåàëüíîé òåïëîïðîâîäíîñòè øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ) è ïðèâåäåííûìè íà
ýòèõ ðèñóíêàõ ãðàôèêàìè äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîì λ̄ = 0, 01 è äîñòàòî÷íî áîëüøîì λ̄ = 100

çíà÷åíèÿõ. Â òàáë. 1 ïðîâåäåíî ïîïàðíîå ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ λ̃�

(ñ îêðóãëåíèåì äî ÷åòâåðòîãî äåñÿòè÷íîãî çíàêà) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîãî
ðàäèóñà r.
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Ò à á ë è ö à 1

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé

r λ̄ = 0,01 λ̄ = 0 λ̄ = 100 λ̄→∞
0,3 0,9803 0,9789 1,0396 1,0430
0,4 0,9522 0,9506 1,0990 1,1040
0,5 0,9070 0,9049 1,2020 1,2101
0,55 0,8790 0,8748 1,2720 1,2864
0,6 0,8426 0,8394 1,3681 1,3829
0,65 0,8019 0,7986 1,4866 1,5050
0,7 0,7571 0,7525 1,6337 1,6602
0,75 0,7059 0,7008 1,8248 1,8602
0,8 0,6479 0,6535 2,0793 2,1247
0,85 0,5869 0,5805 2,4209 2,4913
0,9 0,5169 0,5110 2,9337 3,0452
0,925 0,4808 0,4736 3,3080 3,4581
0,95 0,4421 0,4340 3,8410 4,0599
0,975 0,3986 0,3914 4,7418 5,1209
0,99 0,3732 0,3638 5,8404 6,5569
0,995 0,3656 0,3541 6,5694 7,6510
0,999 0,3590 0,3459 7,8516 10,1980

Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó çíà÷åíèÿìè λ̃� ïðè λ̄ = 0, 01 è λ̄ = 0 ñðàâíè-
òåëüíî ìàëî, òîãäà êàê îòëè÷èå ýòèõ çíà÷åíèé ïðè λ̄ = 100 è λ̄→∞ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà r.

Çàêëþ÷åíèå

Äâóñòîðîííèå îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ äèñ-
ïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè øàðîâîé ôîðìû, ïîñòðîåííûå äëÿ âûáðàííîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî
ýëåìåíòà åãî ñòðóêòóðû, îãðàíè÷èâàþò áîëåå óçêóþ ïîëîñó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòîãî êî-
ýôôèöèåíòà ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå âàðèàöèîí-
íûõ ôîðìóëèðîâîê çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå,
íå ó÷èòûâàþùèõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèé. Â ïîëîñå, îãðàíè÷åííîé ïåðâûìè
óêàçàííûìè äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè, ïîëíîñòüþ ðàñïîëîæåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êîíòðîëèðóåìîé èíòåãðàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ âû÷è-
ñëåíèé òðåõìåðíîé çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â âûáðàííîì ïðåäñòàâèòåëüíîì
ýëåìåíòå ñòðóêòóðû êîìïîçèòà.
Ïðîâåäåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëèë âûÿâèòü îáëàñòè

ïàðàìåòðîâ, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåííûå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ íàäåæíîãî ïðîãíîçà ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, â òîì
÷èñëå â ñëó÷àå çíà÷èòåëüíîãî ðàçëè÷èÿ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû è âêëþ-
÷åíèé.
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Composites comprising amatrix withmultishaped inclusions are widely used as the engineering
structural, building, and functional materials in a variety of instrumentation devices. Among the
composites a majority of materials used in engineering are heterogeneous solids. Among these
materials there is a large group of composites that have inclusions in the form of fine particles.
Those should also include a variety of nanostructured particles with the outlook for their using to
provide a capability to enhance mechanical properties of composites.
To improve processability of the binder polymer as a component part of the composite are used

fine fillers in the form of powder, flakes or fibrous particles. This makes it possible to receive
the exotherm during the curing of the binder, to reduce its shrinkage, and improve the mechanical,
thermal, electromagnetic and other operational characteristics of the produced composite. However,
such fillers available in the binder can cause porosity that impaires the composite properties. The
pore emergence is also caused by a long binder shrinkage during its solidification reaching several
percent. Particle sizes can vary from a fraction of micrometer to several tens of micrometers. One
would expect a similar range of variation of pore sizes.
One of the composite characteristics, which is sensitive to inclusions available therein as pores

and fine particles, is an effective thermal conductivity that is significant in terms of defining the
scope of use for such composites. Calculation formulas for evaluating this factor obtained in the
prior art, as a rule, either as a result of experimental data processing in relation to specific materials,
or by setting a priori distribution of temperature and heat flow in models of heterogeneous body
structure. However, building the mathematical models of a heat transfer process in the composite
allows us to define a quantitative effect of the concentration of pore volume and fine particles on
this coefficient.
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This study compares the quantitatively estimated results of the effective thermal conductivity
of the spherically-shaped disperse inclusions composite obtained using various approaches to
describing the process of heat transfer in such a composite.
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