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Развитие прямого метода Ляпунова для анализа динамической 

устойчивости системы синхронных генераторов на основе оп-

ределения неустойчивых положений равновесия на многомер-

ной сфере  
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Для обеспечения синхронной работы системы генераторов на стадии эксплуатации 

необходимо исследовать их динамическую устойчивость при различных возмущающих 

воздействиях. Так при воздействии возмущения на систему параллельно работающих 

синхронных генераторов может возникнуть аварийный процесс, который ограничивается 

действием противоаварийной автоматики. После отключения возмущения возникает пе-

реходный процесс и значения переменных состояния (углы поворота роторов генераторов 

относительно синхронной оси, значения напряжений в узлах сети) изменяются относи-

тельно равновесных значений. При больших возмущениях траектории движения могут 

покинуть область притяжения послеаварийного положения равновесия, в этом случае 

произойдет нарушение синхронной работы генераторов. Задача анализа динамической ус-

тойчивости заключается в исследовании переходного процесса, вызванного аварийным 

процессом при воздействии различных возмущающих воздействиях. 

В процессе исследования динамической устойчивости системы синхронных генера-

торов широкое распространение получил прямой метод Ляпунова. При использовании 

прямого метода Ляпунова необходимо для послеаварийной системы построить функцию 

Ляпунова и вычислить для нее критическое значение. После отключения возмущения для 

возмущенных переменных состояния системы вычисляется значение функции Ляпунова. 

Это значение сравнивается с так называемым критическим значением функции Ляпунова, 

если значение функции Ляпунова для возмущенных значений переменных состояния 

больше критического значения, то принимается, что данное возмущение приведет к на-

рушению динамической устойчивости [1-4]. 

Одной из проблем при использовании прямого метода Ляпунова является построе-

ние функции Ляпунова, наиболее полно отражающая свойства системы [1,5,6,7]. 
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Широкое распространение при анализе динамической устойчивости получила функ-

ция Ляпунова энергетического типа [1. 2], позволяющая получать наиболее достоверные 

результаты. В работе [4] предлагается метод, позволяющий с использованием функции 

Ляпунова управлять коэффициентом мощности для обеспечения динамической устойчи-

вости при изменениях нагрузки. Попытка построить функцию на основе первого интегра-

ла с учетом потерь в электрической цепи при передаче электрической энергии предприня-

та в работе [10], но для этого случая не выполняются условия, предъявляемые к функции 

Ляпунова, что не позволяет обосновать достоверность получаемых результатов. В работах 

[1, 3] многомашинная система преобразуется к системе, содержащей один или два эквива-

лентных синхронных генератора, называемых одномашинным или двухмашинным экви-

валентом. Параметры этих эквивалентных генераторов определяются из параметров сис-

темы и заданного возмущения. Анализ динамической устойчивости одномашинного или 

двухмашинного эквивалента производится методом площадей. Этот метод существенно 

упрощает анализ динамической устойчивости, однако достоверность получаемых резуль-

татов остается под вопросом. В работе [6] уравнения многомашинной системы преобразу-

ется к системе с полиномиальными нелинейностями, что несколько упрощает анализ ди-

намической устойчивости, однако требует сложных алгебраических преобразований. 

Другой проблемой при применении прямого метода Ляпунова является нахождение 

неустойчивых положений равновесия, которые позволяют вычислить критическое значе-

ние функции Ляпунова. Определение неустойчивых положений равновесия требует ис-

следования функции Ляпунова в многомерном пространстве в окрестности устойчивого 

положения равновесия для послеаварийной системы. Минимальное из значений функции 

Ляпунова, вычисленных в неустойчивых положениях равновесия, принимается за крити-

ческое значение. Трудности, возникающие при поиске неустойчивых точек равновесия 

градиентными методами отмечены в работе [8]. Для определения неустойчивых положе-

ний равновесия и оценки запасов динамической устойчивости могут быть использованы 

траектории возмущенного движения, что требует многократного расчета траекторий при 

различных возмущениях [2, 9]. 

В данной работе для сокращения вычислительных затрат и обеспечения надежности 

при определении неустойчивых положений равновесия, а затем вычислении критического 

значения функции Ляпунова предлагается метод, основанный на поиске минимума функ-

ции Ляпунова на многомерной сфере. 

Функция Ляпунова.  

Функция Ляпунова строится для математической модели системы, полученной для 

взаимных движений роторов синхронных генераторов относительно «центра углов», ра-

ботающих на электрическую сеть с нагрузками, подключенными в узлах сети (рис. 1). В 

этом случае математическая модель имеет вид [1, 2, 5] 
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θ  – 

«центр углов» системы,  
 n

k T kT c 1
** ; Tk – постоянная времени k-го генератора; Pk – 

мощность турбины k-го генератора; bsk - реактивная проводимость ветви электрической 

сети между узлами s и k; Ek - ЭДС генератора; k – фаза генератора; 1/bk – индуктивное со-

противление генератора. 

 

 

Рис. 1. Система синхронных генераторов, работающих на электрическую сеть 

 

Узлы примыкания генераторов к сети имеют номера k+n, где k – номер узла подклю-

чения генератора. К узлам с номерами s = n+1, n+2, … , n+m, m ≥ 2n подключаются на-

грузки. В s-ом узле сети напряжение задается действующим значением Us и фазой δs. К 

узлам сети подключена комплексная нагрузка Рнs+jQнs. Нагрузка может быть представле-

на статическими характеристиками нагрузки по напряжению Pнs = Pнs(Uнs), Qнs = Qнs(Uнs), 
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или активным и реактивным сопротивлениями или проводимостями. Функция Ляпунова 

для системы уравнений (1) – (3) является функцией аргументов: 

U mnUnUnmnn  ....2,1,δ,.....,δ2,δ1,δ',....,δ'1 .  

Следует отметить, что алгебраические уравнения (2), (3) можно рассматривать, как 

уравнения которые определяют неявно функции:  δ,.....,δ2,δ1δδ nss , mnns  ,...,1  

аргументами которых являются углы синхронных генераторов nkk ,...,1,δ  . Функция 

Ляпунова в этом случае зависит только от фазы ЭДС синхронных генераторов.  

Пусть  δ,...,δ2,δ1,δ',...,δ'2,δ'1 nnVV   – функция Ляпунова. Функция Ляпунова для 

взаимных движений роторов синхронных генераторов энергетического типа состоит из 

двух составляющих:  δ',...,δ'2,δ'1 nK  – слагаемое, которое зависит от производных фаз 

ЭДС роторов синхронных генераторов; W(δ1, δ2, …, δn) – слагаемое зависящее от значе-

ний фаз ЭДС генераторов. Функция Ляпунова имеет вид 

     δ,...,δ1δ',...,δ'1δ,...,δ1,δ',...,δ'1 nWnKnnV  . (4) 

Функция   'K  может быть представлена в виде [11,8,6] 
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В дальнейшем вектор переменных будем обозначать  δ,...,δ2,δ1δ n  –   фазы ЭДС 

генераторов,  δ',...,δ'2,δ'1δ' n  – производные фаз генераторов. Тогда, учитывая (4), (5), 

можно записать      δδ'δ,δ' WKV  . 

Рассматривая напряжения Un+1, Un+2, …, Un+m и фазы δn+1, δn+2, …, δn+m как неявно за-

данные функции фаз ЭДС генераторов относительно «центра углов», в общем виде функ-

цию W(δ1, δ2, …, δn) можно записать в виде 
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где    δ,...,δ 2,δ 1δн mnnn   – фазы напряжений в узлах сети. 

Если воспользоваться функцией Ляпунова для случая Pн(s) = const [2, 10], то функция  

 U mnUnUnmnW  ,...,2,1,δ,...,δ2,δ1 , заданная выражением (6), может быть 

представлена в явном виде 
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Определим функцию Ляпунова для послеаварийного положения равновесия как 

    






 )δ*(δн),δ*(,δ*,0δ)(δн,δ)(,δ,δ'δ,δ'
UVUVV a , 

где  δ*,...,δ*2,δ*1δ* n  – устойчивое положение равновесия для послеаварийной сис-

темы;  )δ...,δ2,δ1(),...,δ...,δ2,δ1(2),δ...,δ2,δ1(1δ)( nU mnnUnnUnU   – вектор 

действующих значений напряжений в узлах электрической сети; 

 )δ...,δ2,δ1(δ),...,δ...,δ2,δ1(δ 2),δ...,δ2,δ1(δ 1δ)(δн nmnnnnn   – фазы напряже-

ний в узлах сети. 

Вычисление неустойчивых положений равновесия.  

Для определения критического значения функции Ляпунова найдем в окрестности 

устойчивого положения равновесия для послеаварийной системы неустойчивое положе-

ние равновесия (седло), в котором функция  δ)(δнδ),(,δ UW  принимает минимальное 

значение. Эта функция является нелинейной функцией нескольких переменных и в окре-

стности устойчивого положения равновесия может иметь множество неустойчивых поло-

жений равновесия. В неустойчивом положении равновесия для локального экстремума 

функции   U mnUnUnmnW  ,...,2,1,δ,.....,δ2,δ1  должны выполняться условия 
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Как отмечалось выше, переменные: U mnUnUnmnnn  ,...,2,1,δ,...,δ 2,δ 1  

в силу уравнений (2), (3) можно рассматривать как неявно заданные функции фаз ЭДС ге-

нераторов δ 1,...,δ2,δ1 n . Тогда, дифференцируя  δ)(δнδ),(,δ UW  как сложную 

функцию, получаем 
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Построим в окрестности устойчивого положения равновесия δ*  системы в про-

странстве n – переменных  δ,...,δ2,δ1 n  многомерную сферу. Уравнение многомерной 

сферы имеет вид 

        ρ2
δ*δ
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.....δ*3δ3

2
δ*2δ2

2
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2

knn  . (8) 

Радиус многомерной сферы ρk  задается выражением  kk  1αρ , где α – шаг 

расчета, k = 0, 1, 2, ...– целочисленная переменная. 

Уравнение (8) задает связь между переменными δ,.....,δ2,δ1 n . Можно считать, что 

угол δn, в силу уравнения (8), является функцией переменных ,δ 1,...,δ2,δ1 n  т. е.  ,

 δ 1,...,δ2,δ1δδ  nnn . Тогда производные функции  δ 1,...,δ1δδ  nnn  можно вычис-

лить по формулам 
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nn

d k

d n . (9) 

Условия экстремума функции W(δ1, δ2, …, δn) в некоторой точке на многомерной 

сфере с учетом (8), (9) имеют вид 

δ1

δ

δ
..

δ1

δ 1

δ 1δ*δ

δ*1δ1

δδ1 

 

 






 

 















 mn

mn

Wn

n

W

nnn

WW
+ 

0
δ1

1

1
..

δ1

1

1




 

 






 

 




Un

Un

WUn

Un

W
, 
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


 

 






 

 

















δ2

δ

δ
..

δ2

δ 1

δ 1δ*δ

δ*2δ2

δδ2

mn

mn

Wn

n

W

nnn

WW
 

0
δ1

1

1
..

δ1

1

1




 

 






 

 




Un

Un

WUn

Un

W
, (10) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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

 

 
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
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 

 







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0
δ 1-

1

1
..

δ 1-

1

1




 

 






 

 




n

Un

Un

W

n

Un

Un

W
. 

После воздействия возмущения и его отключения углы роторов отклоняются от рав-

новесных значений. Пусть их значения равны  δa,...,δa2
,δa1δa n . Этим значениям соот-

ветствует точка в n – мерном пространстве. Эту точку проецируем на сферу радиуса ρk  в  

n – мерном пространстве. Соединим эту точку прямой с точкой соответствующей устой-

чивому послеаварийному положению равновесия δ* . Запишем уравнение прямой в пара-

метрической форме 

  nkkkk ,...,1,λδ*δaδ  , (11) 

где λ – непрерывный параметр. Подставив (11) в уравнение (8) получаем квадратное урав-

нение относительно параметра λ:   ρ2
λ2

1
δ*δa 2

k

n

k
kk




 . 

Решая это уравнение, получаем значения параметра λr для точек, лежащих на сфере 

 





n

k
kk

r

1
δ*δa 2

ρ2
0

λ . (12) 

Тогда координаты точки на многомерной сфере соответственно равны 

 rkkkk δ*δaδaδ (0)  . (13) 

Эта точка используется как начальное приближение для вычисления экстремума 

(минимума) функции  δW  на многомерной сфере, условием которого являются урав-

нения (10). Для нахождения минимума функции  δW  на многомерной сфере использу-

ем модифицированный метод покоординатного спуска [11]. Для начального приближения 
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 δsn,...,δs2
,δs1δs   выбирается  переменная δi  , остальные переменные принимаются не-

изменными. В этом случае функция W(δ) является функцией этой переменной. Для этой 

переменной δi задается приращение di . В пространстве переменных задаются точки 

di
s
ixdixs

ix  δ3,
2

1
δsi2,δ1 . 

Проведем через эти точки прямую  zxxxx 231  . 

Для этих значений переменной δi  вычисляются значения функции W(δ) 

     δ,...,3,...,δ13,δ,...,2,...,δ12,δ,...,1,...,δ11 nxWwnxWwnxWw  . 

Функцию W(δ) аппроксимируем в окрестности точки  δ,...,δ2
,δ1δ s

n
sss   полиномом 

второй степени czbzazW 2)(  , где z – непрерывный аргумент. Коэффициенты 

этого полинома соответственно равны 

 wwbwa 32,1  , 

 wwwc 22 132  . 

Тогда значение переменной δi  при котором функция W(δ) имеет экстремум равно 

zextdi
s
i

s
i

 δδ (ext)
, 

где 
c

b
zext

2
 . По значению δ (ext)

s
i

 с использованием (8) вычисляется значение δ (ext)
s
l

. 

Затем для следующего приближения выбирается точка  




 δ,...,δ.., (ext)

,δ1δ 1 s
n

s
i

ss  

в которой функция W принимает минимальное значение. Эта точка может не находиться 

на сфере поэтому ее необходимо проецировать на сферу с использованием формул (12), 

(13). Затем выбираем другую переменную δ j  и итерации повторяется до тех пор, пока на 

сфере не будет найден минимум функции. После этого радиус сферы увеличивается и 

вышеизложенные вычисления повторяются для сферы нового радиуса. Радиус сферы по-

следовательно увеличивается до тех пор, пока значение минимума функции W(δ) на сфере 

увеличивается и не будет выполняться условие (7). Максимальное значение минимума 

функции W(δ) на сфере при увеличении радиуса принимается за критическое значение 

функции Ляпунова. 

Пример.  

В качестве примера рассматривалась реальная система из десяти синхронных гене-

раторов (СШГЭС), работающих на линию электропередачи 525 кВ (рис. 2).  
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Рис. 2. Схема системы генераторов, работающих на линию 525 кВ 

 

Синхронные генераторы СВФ 1285/275-42 УХЛ4 попарно подключены к трансфор-

маторной подстанции, каждая из которых состоит из трех однофазных трансформаторов 

ОРНЦ-533000/500. Обмотки низшего напряжения расщеплены на две по 50% мощности 

каждая. Обмотки низшего напряжения подключены по схеме треугольник, обмотки выс-

шего напряжения – по схеме звезда. По паспортным данным рассчитывалась схема заме-

щения трансформатора. 

Мощности генераторов для установившегося послеаварийного режима были рассчи-

таны с помощью расширения SimPowerSystems пакета MATLAB: 

P1 = 610 МВт , P2 = 500 МВт, P3 = 510 МВт, P4 = 510 МВт, P5 = 540 Мвт, 

P6  - (в резерве),      P7 = 90 МВт, P8 = 540 МВт, P9 = 530 МВт, P10 = 120 Мвт. 

Переходное сопротивление генераторов xd
´
 = 0,43 о. е (относительные единицы). 

Для послеаварийного режима работы генераторов по стандартным методикам рассчитаны 

переходные ЭДС генераторов Eq´(о. е.): 

Eq1
´
 = 1,22; Eq2

´
 = 1,19; Eq3

´
 = 1,22; Eq4

´
 = 1,22; Eq5

´
 = 1,22; Eq7

´
 = 1,07; 

Eq8
´
 = 1,23; Eq9

´
 = 1,22; Eq10

´
 = 1,03 (переходные ЭДС заданы в относительной 

системе единиц). 

Возмущение синхронной работы генераторов представляло собой трехфазное корот-

кое замыкание (КЗ) на шинах генератора 2. Интенсивность возмущения определялась 

временем отключения КЗ. Для реализации предлагаемого метода разработаны программы 

объемом 400 операторов на языке пакета MATLAB для определения критического значе-

ния функции Ляпунова и вычисления запасов устойчивости. Вычисления производились 

при различных длительностях КЗ. В момент отключения для возмущенных значений пе-

ременных состояния системы вычислялась функция Ляпунова, построенная для послеава-

рийного режима. На основе разработанных программ было вычислено критическое значе-
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ние функции Ляпунова, а затем и запасы устойчивости. Результаты численных экспери-

ментов: критическое значение, значение функции Ляпунова при различных длительностях 

КЗ, запасы устойчивости, приведены в таблице.  

Проведенные численные эксперименты подтвердили обоснованность применения 

предлагаемого метода для определения неустойчивых положений равновесия системы 

синхронных генераторов на основе определения минимума функции Ляпунова на много-

мерной сфере. По результатам, приведенным в таблице, можно сделать вывод, что обес-

печить запас устойчивости 50% можно при условии отключения КЗ в течении 0,191 с. Оп-

ределение критического значения функции Ляпунова с погрешностью ≈ 3% потребовало 

около 30 итераций по радиусу многомерной сферы.  

Таблица. Запасы динамической устойчивости для различного времени отключения КЗ 

 

 

В таблице обозначено: tкз – время отключения КЗ,  Vвозм – значение функции Ляпу-

нова в момент отключения возмущения, Wcrit – критическое значение функции Ляпунова, 

K =(Wcrit – Vвозм)/ Wcrit 100%  – запас динамической устойчивости. 

Следует отметить, что при использовании этого метода определяется минимум 

функции на многомерной сфере, а не неустойчивое положение равновесия, которое, как 

показано в [8], не может быть найдено градиентными методами. Эксперименты показали 

сходимость итерационного процесса к неустойчивому положению равновесия при раз-

личных значениях шага по радиусу. Таким образом, метод может быть рекомендован для 

анализа и оценки запаса динамической устойчивости при проектировании системы проти-

воаварийного автоматического управления синхронными генераторами и производить бо-

лее обоснованную ее настройку. 
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A development of the direct Lyapunov method for the analysis of transient stability of a 

system of synchronous generators based on the determination of non- stable equilibria on a mul-

tidimensional sphere 

We consider the problem of transient stability analysis for a system of synchronous genera-

tors under the action of strong perturbations. The aim of our work is to develop methods to ana-

lyze a transient stability of the system of synchronous generators, which allow getting trustwor-

thy results on reserve transient stability under different perturbations. For the analysis of transi-

ent stability, we use the direct Lyapunov method.  

One of the problems for this method application is to find the Lypunov function that well 

reflects the properties of a parallel system of synchronous generators. The most reliable results 

were obtained when the analysis of transient stability was performed with a Lyapunov function 

of energy type. Another problem for application of the direct Lyapunov method is to determine 

the critical value of the Lyapunov function, which requires finding the non-stable equilibria of 

the system. Determination of the non-stable equilibria requires studying the Lyapunov function 

in a multidimensional space in a neighborhood of a stable equilibrium for the post-breakdown 

system; this is a complicated non-linear problem. 

In the paper, we propose a method for determination of the non-stable equilibria on a mul-

tidimensional sphere. The method is based on a search of a minimum of the Lyapunov function 

on a multidimensional sphere the center of which is a stable equilibrium. Our method allows, 

comparing with the other, e.g., gradient methods, reliable finding a non-stable equilibrium and 

calculating the critical value. The reliability of our method is proved by numerical experiments. 

The developed methods and a program realized in a MATLAB package can be recommended for 
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design of a post-breakdown control system of synchronous generators or as a component of a 

real-time control system. 

 
Publications with keywords: transient stability, Lyapunov function, critical value, multidi-

mensional sphere, synchronous generator  

Publications with words: transient stability, Lyapunov function, critical value, multidimen-

sional sphere, synchronous generator 
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