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Введение 

Математическая модель для разрыхляющихся сред, с достаточно полным и подроб-

ным выводом тензорно – нелинейных уравнений изложена в книге автора [1]. В ней, как и 

в работах  [2] и [3], читатель найдет наиболее простую формулировку материальным 

функциям, с приданием им физического смысла и методики их определение по результа-

там испытаний. В ней приведены исследования нестабильных материалов, таких как се-

рые чугуны и квазиизотропные композиты, а так же  стабильных металлов, для которых в 

отечественной и зарубежной литературе можно найти результаты экспериментальных ис-

следований, например, в работах В. Лоде [4], Е. Девиса [5], Ягна Ю. И. [6] и других. 

 Эта модель показывает согласие теории с опытными данными, по описанию тензор-

ной нелинейности, объединяющей собой дилатансию, деформационную анизотропию  и  

другие  эффекты, сопровождающие деформацию многих материалов, вызванных пласти-

ческими сдвигами, потерей внутренних связей или снижением их жесткости. Анализ ре-

зультатов  упомянутых работ позволил показать, что допущение «о несжимаемости» ме-

таллов при пластической деформации может приводить к неточностям обработки резуль-

татов испытаний. С помощью этой модели появилась возможность восполнить сведения 

обо всех деформациях образца, и в первую очередь об объемной деформации, и прийти к 

более точным выводам о нелинейности материала, если есть различие его поведения при 

разных напряженных состояниях.  

«Скудная» опытная информация о дополнительной объемной деформации (дилатан-

сии) ведет к введению допущения «о несжимаемости», которое до сих пор используется 

при выводе определяющих уравнений для решения практических задач. Мало того,  в не-
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которых работах утверждается, что пластическое течение твердых тел происходит без из-

менения объема, то есть является изохорическим. Чтобы показать, что такой подход мо-

жет привести к сомнительным результатам, далее для совершенствования математической 

модели были использованы результаты экспериментальных исследований  алюминиевого 

сплава, поскольку для него были найдены наиболее полные сведения о деформациях. Ва-

риант модели, учитывающий диссипативные изменения структуры, оказался не способ-

ным отразить упомянутую  особенность этого и подобных сплавов, заключающуюся в 

аномально высоких значениях коэффициента поперечной деформации при пластическом 

растяжении и сжатии.  

Для предлагаемого варианта модели, его апробации и проверки определяющих 

уравнений приняты результаты испытаний Джерарда Ж. и Уайлдхорна С. [7]. Результаты 

этих испытаний представлены так же в книге А. Надаи [8], в которой сообщается об ана-

логичных точных измерениях коэффициента  (Пуассона), проведенных в области перехо-

да  от упругих деформаций к начальным пластическим деформациям на образцах из трех 

алюминиевых сплавов, испытанных при комнатной температуре. А. Надаи внимательно 

отнесся к этим результатам, поэтому в книге [8] он дал анализ этой особенности, из кото-

рого следует, что  аномальное поведение сплавов связано со структурными процессами. 

Они коротко описаны следующим комментарием «…можно предположить, что опреде-

ленные зоны ослаблений… в фибриллярной структуре металла реагировали на растяже-

ние иначе, чем на сжатие.… В первом случае остаточное объемное изменение должно 

становиться отрицательным, поскольку «дыры»…должны частично закрываться под на-

пряжением, тогда как при сжатии объемное расширение должно стать положительным… 

из-за образования новых пустот…».  

Алюминиевые и другие легкие сплавы нашли  широкое применение в промышлен-

ности. Им уделяют внимание многие исследователи по разным направлениям и, прежде 

всего, с точки  зрения проявления ими, так называемой сверхпластичности. Одной из наи-

более актуальных  проблем, которой посвящены многие исследования. Определяющие 

уравнения для данных сред с позиции механики деформируемого твердого тела еще нахо-

дятся на стадии разработки. Современные металлографические исследования, результаты 

которых  представлены в работах  [9] и [10], выявили, что действующими механизмами 

деформации отмеченной группы сплавов являются зернограничное, внутризеренное, дис-

локационное скольжения и рекристаллизация. Эти исследования дают убедительные дока-

зательства того факта, что внутренние процессы включает в себя механизм «самозалечи-

вания» дефектов. В результате структурной самоорганизации процесс разрыхления может 

стать на второе место, что проявляется изменением параметров, характеризующих объем-

ную деформацию и дилатансию. Последняя может быть как  отрицательной, например, 

при растяжении, что подтверждается аномально высокими значениями коэффициента по-

перечной деформации, так и положительной при сжатии, и в большей мере зависеть от 

вида напряженного  состояния, чем для ранее рассмотренных сред. 
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1. Анализ результатов испытаний Ж.Джерарда и С. Уайлдхорна сплава  

Из приведенной фразы А. Надаи [8] следует, что исследователи - механики  пред-

восхищали  структурные изменения, которые подробно изучены позднее. Используя дос-

тоинства уже освоенной модели и опираясь на результаты испытаний [7], для предлагае-

мого варианта модели приняты исходные данные по графикам, приведенным на  рис. 1 а). 

Он является точной копией рисунка, который дан в книге А. Надаи [8] с добавлением кре-

стиков, назначение которых последует ниже. Образцы для испытаний изготовлены из 

стержней, испытания которых проводились при комнатной температуре. 

 Диаграммы показаны в виде одной кривой с восходящей ветвью от начала коорди-

нат для растяжения и нисходящей для сжатия. Они имеют отчетливые линейно-упругие 

участки до деформаций равных       . На рисунке представлены кривая «напряжение – 

деформация» и кривые для коэффициентов поперечных деформаций при растяжении и 

сжатии. Экспериментальные сведения о коэффициенте поперечной деформации в зависи-

мости от деформации показаны точками. Сплошная линия, их аппроксимирующая, отно-

сящаяся к ветви сжатия, поднимается выше значения 0,5, а ветвь для растяжения не пере-

секает его, но лежит выше значений, вычисленных из условия линейного изменения объ-

емной деформации с ростом пластической деформации.  

По этому условию значения коэффициентов могут быть вычислены по формуле: 

                , (1) 

где   и   осевое напряжение и деформация при растяжении или сжатии,         

     - модуль объемного расширения,     начальное значение коэффициент Пуассона.  

Значения коэффициентов, показанные крестиками, лежат ниже опытных точек и кривых 

для текущих коэффициентов  . Расстояние между крестиками и сплошных линий для ко-

эффициента   указывает на наличие дополнительной объемной деформации к ее линей-

ной части.  

Для сжатия она является положительной, а для растяжения – отрицательной. Знак 

показывает на преобладание внутренних  процессов, диссипативных для сжатия или са-

моорганизации для растяжения. Чтобы прояснить, какое влияние эти процессы оказывают 

на деформационные свойства при всех других видах напряженного состояния, можно уз-

нать, воспользовавшись моделью.  
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Здесь уместно отметить, что снижение объемной деформации при одноосном растя-

жении образцов полиэтилена было выявлено по коэффициентам поперечных деформаций 

    и     в работе [11].  Экспериментальными исследованиями получены зависимости 

этих коэффициентов от уровня напряжения и температуры. Показано, что при температу-

ре примерно 22  и напряжении 5 МПа  они могут достигать значения 0,7. Авторы этой ра-

боты подчеркивают, что уплотнение полиэтилена связано со структурными изменениями 

надмолекулярных образований и увеличении степени их упорядоченности. Полиэтилен 

проявляет существенную зависимость свойств от времени. Этот факт и отсутствие каких - 

либо  данных об испытаниях на сжатие не позволяет нам далее   воспользоваться резуль-

татами этих исследований.  

 

2. Основные соотношения для описания дилатансии по деформациям 

Разработанная модель сложной среды позволила более естественно разделить про-

цессы формоизменения и изменения объема, включающего в себя дилатансию, которая 

отражает основные особенности среды, в соответствии с предложенными уравнениями. 
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Формоизменение по-прежнему описывается двумя материальными функциями. В работе 

[1] дан подробный вывод общей зависимости  между тензорами напряжений     и тензо-

ром малых деформаций     , а так же деформаций с напряжениями, которые далее будем 

называть исходными, и связывать их с именем М. Рейнера, поскольку по форме они с ни-

ми совпадают. Проведено их преобразование, из которых выделены уравнения В. В. Но-

вожилова связи девиатора деформаций,                , с девиатором напряжений,  

              : 

                             
        ;                . (2) 

Первое слагаемое в правой части с материальной функцией   , называемой далее 

средней податливостью,  является частью  девиатора деформаций при линейном тензор-

ном аргументе    , а второе слагаемое представляет нелинейную часть при квадратичном 

тензорном аргументе              
     . Функция     среднеквадратическая податли-

вость,  в этом уравнении приобретает смысл дополнительной податливости приобретен-

ной материалом из-за потери внутренних связей или снижения их жесткости. Величина 

             
         

          
         является интенсивностью напряже-

ний, а          –  средним напряжением. 

Из упомянутых исходных уравнений выделены уравнения связи шаровой части тен-

зора деформаций с инвариантными величинами тензора напряжений 

                      , (3) 

где          параметр, характеризующий вид напряженного состояния при пропор-

циональном изменении компонент тензора напряжения.  

В его правую часть входит материальная функция формоизменения   , что указыва-

ет на зависимость средней (объемной) деформации            от формоизменения. Объе-

динение уравнений (2) и (3) с целью вывода уравнений для компонент тензора деформа-

ций    , приводит к тому, что второе слагаемое в (3) сокращается с такой же скалярной ве-

личиной в уравнении (2). Следует отметить, что модель для разрыхляющихся сред не 

включала третье слагаемое уравнения (3), как противоречивающее физическому смыслу, 

предполагающему только  диссипативные изменения структуры. 

При отработке настоящей модели найдено, что следует принять общий вариант 

уравнения (3) для материалов, склонных к высказанным выше структурным изменениям. 

Он с практической точки зрения оказался более удобным при использовании параметров 

   и    для точного описания объемной деформации:  

                                           . (4) 

Уравнение в виде первого равенства отчетливо показывает структуру объемной де-

формации, состоящей из линейно – упругой части, зависящей только от среднего напря-

жения, и  дилатансии. Последняя  вызвана формоизменением, но ее первая часть зависит и 

от среднего напряжения, а вторая часть связана только с формоизменением. Второе равен-

ство, по форме совпадает с аналогичным уравнением работы [1]. Оно отличается от по-

следнего характеристикой, которая в прежнем варианте является постоянной величиной, 

      , а в новом варианте эту характеристику следует рассматривать как  обобщен-
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ную податливость объемного расширения,                 . Второе слагаемое в 

первом равенстве  призвано отражать процесс самоорганизации структуры, а вместе с 

третьим они представляют дилатансию, которая в виде 

                        (5) 

реализуется при заданных напряжениях при пропорциональном их изменении. Далее она  

будет называться дилатансией по деформациям. Величины    и    являются функциями  

угла                               
     вида напряженного состояния, который прини-

мает значения         .  

Параметр   , используемый в исходной модели для разрыхляющихся сред, оправдал 

свое назначение, объединяя уравнения (2) и (3), исключает в них отмеченное  сокращение. 

Необходимость введения величин    и    объясняется тем, что степень зависимости  ха-

рактеристики    от вида напряженного состояния значительно ниже той, которой облада-

ет дополнительная объемная деформация (дилатансия по деформациям). Этот факт более 

наглядно будет показан ниже графиками. Введение параметров    и    является отклоне-

нием от последовательности общего вывода с позиций механики  деформируемого твер-

дого тела, но сохранение параметров в уравнения (4) и (5) дает возможность точного от-

ражения дилатансии. При параметрах      и      исполнится частный случай -  урав-

нение (3). 

Принимая изменение объемной деформации в соответствии с уравнением (4), нели-

нейные уравнения для компонент тензора деформаций представляются в виде:  

                                             
       . (6) 

В работе [1] изложена методика восстановления материальных функций  формоиз-

менения по диаграммам      , которая использовалась для их определения. Они при на-

личии физического смысла становятся уже характеристиками. На рис. 1 б) показаны гра-

фики зависимости этих характеристик от деформации     при θ = 30º: для средней  подат-

ливости      кривая 3 (с множителем μ/3), среднеквадратической податливости      

кривая 4 (с множителем 10/μ и отношения         кривая 5 (с множителем 10). Ниже на 

рис. 1 в) с теми же множителями приведены податливости     кривая 1,     кривая 2, 

отношения         прямая 3 от угла  . Эти графики для характеристик    и    имеют 

линейный характер.  Кривая 4 для фазы                                   при 

        . Максимальное значение угла   для сплава 24S-T4 составляет 0,84  при 

     . Величина                
         

          
         представляет ин-

тенсивность деформации. 

3. Результаты исследований дилатансии по деформациям 

На рис. 2 а) приведены графики зависимости дополнительной объемной деформации 

  , описываемой соотношением (5), которая с появлением пластической деформации воз-

никает при всех напряженных состояниях и возрастает почти линейно с увеличением   . 

Ее значения при растяжении отрицательные, а при всех других углах  , представленные в 

градусах, положительные. Положительная часть дилатансии - от разрыхления, описывае-
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мая  вторым слагаемым уравнения (5), показана на рис. 2 б). Она так же изменяется почти 

линейно и присутствует при всех напряженных состояниях, в том числе при растяжении и 

чистом сдвиге. Графики получены после определения введенных параметров,    и   . Па-

раметр    является функцией  угла    в виде 

              
 , (7) 

где коэффициенты    определяются подбором значений    при простых напряженных  

состояниях:           ,                       ,                         
 . 

Такой же функцией является параметр    .  

 

 
 

График 2 рис. 2 а) показывает, что процесс самоорганизации структуры заметно про-

являет себя при напряженных состояниях вблизи растяжения. Его влияние при состояниях 

     , согласно данной модели, незначительное. Проверить это предсказание для алю-

миниевого сплава 24S-T4 можно только проведением контрольных испытаний. На рис. 3 

а) представлены графики изменения дилатансии     кривая 1, определенной по соотно-

шению (5) и ее составляющих от угла вида напряженного состояния   при деформации 

       . Кривая 2 иллюстрирует  изменение объемной деформации, от самоорганиза-

ции структуры, а кривая 3 ее диссипативные изменения с накоплением повреждений. На 

рис. 3 б) показаны графики изменения параметров      кривая 1 и параметр     кривая 

2.  

Они определяются путем сведения расчетных кривых для коэффициентов попереч-

ных деформаций при растяжении и сжатии к опытным кривым, чтобы первые как можно 

лучше накладывались на вторые, одновременно  для растяжения и сжатия, что достигает-

ся с помощью программы. Поскольку кривые для коэффициентов    , полученные расче-

том по конфигурации весьма близки к представленным на рис. 1 а), то приведение расчет-

ных кривых к опытным на первом этапе осуществляется подбором коэффициентов    со-

отношения (7).  По этим коэффициентам затем уточняются параметры    и      по каждо-

му напряженному состоянию. Естественно, что эта процедура длительная и выполняется 

вначале методом «проб». 
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Результаты сведения показаны на рис. 4 а). Исходя из общих уравнений (6), получе-

ны [1] соотношения и расчетные данные для этих же коэффициентов и модулей в направ-

лении главных напряжений: 

   
                   , (8) 

     
                     , (9) 

             ,             ;                 ;        , (10) 

                                              , 

                                 (11) 

Графики зависимости «измеряемых» коэффициентов    , которые  представляют 

изотропный материал, перенесены с рис. 1 а) на  рис. 4 а). Кривые 1 и 2 относятся к сжа-

тию, кривые 3 и 4 к растяжению. Опытные данные показаны линиями из точек, а сплош-

ные линии получены после расчета по соотношениям (8) и (9). Кривая 5 представляет зна-

чения, вычисленные по соотношению (1), предполагающее линейное изменение объемной 

деформации с ростом пластической деформации, то есть исключающее какую либо дила-

тансию. 

На рис. 4 б) показана зависимость секущих модулей упругости: при сжатии – кривые 

1 и 2, а при растяжении – кривые 3 и 4 (опытные данные - линии из точек), а сплошные 

линии, получены расчетом по соотношению (8). Модули менее чувствительны к измене-

нию параметров, а при «совпадении» кривых для  коэффициентов поперечных деформа-

ций кривые опытные и расчетные для модулей также практически накладываются друг на 

друга. Поскольку расхождение диаграмм       незначительное, поэтому различие кривых 

2 и 4, полученных расчетом тоже небольшое. 
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Если зависимость  дилатансии    по соотношению (5)  и  ее составляющие при раз-

ных напряженных состояниях, показанные на рис. 2 а) и б) при разных напряженных со-

стояниях возрастают от деформации    почти линейно, то поведение общей объемной де-

формации с учетом упругой  части может вызвать недоумение. На рис. 5 а) показаны гра-

фики этой деформации для пяти напряженных состояний. Кривые с номером 1 и 4 отно-

сятся к растяжению и сжатию. Кривые, представленные точками, получены расчетом по 

известному соотношению             , то есть по опытным данным рис. 1 а), а 

сплошными линиями, расчет по уравнению (4). Их расхождение следует связывать с не-

точностью  определения параметров    и   . 

 Расхождение кривых для растяжения и сжатия объясняется как знаком напряжения 

  , так и знаком дилатансии. Смещение угла   на 15º от растяжения приводит к резкому 

изменению кривой 2, что связано с существенным снижением дилатансии от самооргани-

зации структуры. Кривая 3 показывает возрастание дилатансии при чистом сдвиге только 

в результате разрыхления, когда самоорганизация согласно данной модели отсутствует 

при среднем напряжении      . Кривая 4 (     ) тоже отображает этот эффект, на ко-

торый накладывается деформация от среднего напряжения    с отрицательным знаком. 

Кривые 5 (     ) подчеркивают отсутствие самоорганизации структуры. Только графи-

ки 1 и 2, как и график 2 на рис. 2 а) показывают, что процесс самоорганизации структуры 

заметно проявляет себя при напряженных состояниях в узком пучке   вблизи растяжения, 

тогда как процессы диссипативных изменений преобладают при всех остальных состоя-

ниях. 

Отмеченное еще более наглядно проявляется на кривых для отношения обобщенно-

го модуля объемного расширения к модулю упругости     , где        , а    

            , которые приведены на рис. 5 б). Если для сжатия и чистого сдвига от-

ношение равно единице, а при       линейно растет, то при     , то есть при простом 
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растяжении кривая 1 возрастает с увеличением деформации    подобно кривым, которые 

имеют асимптоту. Кривые для общей объемной деформации и отношения      своим по-

ведением прогнозируют характер разрушения образцов. Первые при   вблизи растяжения 

предсказывают большие продольные деформации с объемной деформацией близкой к ну-

левой (из-за наложения деформаций разных знаков), а все остальные разрушение от нако-

пления повреждений. 

 

 
 

Из книги Надаи А. [8] заимствованы не только экспериментальные сведения, но по-

лезные, с нашей точки зрения, простые алгоритмы, которые здесь приводятся без измене-

ния обозначений. В них заложена идея разделения осевой деформации    при растяжении 

и сжатии на две части: упругую и остаточную,      
    

  , где   
      . Если попереч-

ную деформацию представить из двух частей            
       

  , то объемная дефор-

мация  приводится так же в виде двух частей: 

                              
            

     , (12) 

где    и       коэффициенты поперечной деформации, соответствующие упругой и оста-

точной  частям деформации   .  

Располагая дискретными значениями величин:   ,       ,   
       и   

        
   

и значением для   , определяются как общая объемная деформация  , так и ее составляю-

щие по результатам испытаний, используя соотношение (12). Оно дает возможность рас-

чета нелинейной части объемной (остаточной) деформации    , которую предлагается 

отождествлять с дилатансией   . Однако анализ показывает, что вначале прямое вычисле-

ние коэффициента ν   нежелательно из соотношения              
     

  . Это приводит 

часто к неприемлемым результатам из-за присутствия в нем отношений малых чисел, ха-

рактерных для переходного малого участка оси    от упругого к пластическому состоя-

нию. Для определения объемной деформации     эта трудность легко преодолевается, если 

воспользоваться равенством      
           

 . Тогда второе слагаемое в (12) принимает 

выражение:  
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    . (12) 

С его помощью вначале  определяется остаточная объемная деформация    , а затем и  ко-

эффициент               
     . Следует отметить, что последняя процедура итерацион-

ная с привлечением  графиков для объемной деформации (дилатансии). Второе равенство 

применяется при известном коэффициенте     и при повышении точности его значений в 

пределах отмеченного участка оси   . 

На рис. 6 а) кривая 1 представляет коэффициент     с множителем 1/1000, кривая 2 оста-

точную  объемную деформацию    , определенную по первому равенству соотношения 

(12), кривая 3 дилатансию   , определенную по уравнению (5). Общая объемная  дефор-

мация показана двумя кривыми. Кривая 4 определена по опытным значениям коэффици-

ента поперечной деформации  , а кривая 5 эту же деформацию представляет, как сумму 

деформаций       . Кривая 6 ее упругая часть,   . Все эти кривые относятся к испыта-

нию на растяжение. На рис. 6 б) кривые с этими же номерами представляют коэффициент 

    и такие же объемные деформации при сжатии. Надо иметь в виду, что коэффициент   

не равен сумме коэффициентов для упругой и пластической частей деформации. Он свя-

зан с ними следующим выражением:                  
     и поэтому для приближен-

ных расчетов можно принимать      постоянной величиной. Его выводу уделено внимание 

для того, чтобы показать ошибочность утверждения, что пластическое течение твердых 

тел происходит без изменения объема, то есть является изохорическим. Данный результат 

согласуется с выводом, полученным в работах [7] и [8]. 

 

 
 

Сравнение кривых 2 и 3, как для растяжения, так и для сжатия, указывает на то, что 

по своим значениям остаточная  объемная деформация     и дилатансия    почти повто-

ряют друг друга. Поэтому для практических расчетов можно считать справедливым ра-

венство:       . По этой же причине кривые 4 и 5 для общей объемной  деформации то 

же почти накладываются. Это может способствовать определению введенных параметров 

при обработке результатов испытаний. Проведенное сравнение показывает так же, что 
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привлеченные алгоритмы для отработки математической модели, главным из которых яв-

ляется соотношение (12), достаточно удобны для описания дилатансии при растяжении, 

вызванной самоорганизацией структуры, и сжатии, при диссипативном ее изменении. 

Естественно, высказанный вывод не означает, что от  тензорно – нелинейной модели 

можно отказаться. С ее помощью  выявлены особенности поведения материала при рас-

тяжении,  которые отражает рис. 5 а) и б). Соотношения (8) и (9) позволяют выявить осо-

бенности при других напряженных состояниях, которые в графиках для коэффициентов 

поперечных деформаций приведены на рис. 7 а) и б). Первый показывает их изменение с 

ростом упруго – пластической деформации    для состояния чистого сдвига. Кривые 

«пронумерованы» их обозначениями в уравнениях: 

                          , 

                           , (13) 

                           , 

к которым приводятся уравнения (6) для главных деформаций. При этом состоянии сво-

бодной от напряжений являются площадки, параллельные напряжениям    и   . Напря-

жение     , поэтому  «измеряемыми» коэффициентами являются     и    .  

 

 

 
 

На рис. 7 б) показаны графики изменения всех коэффициентов поперечных дефор-

маций, как функций угла  . При    , то есть растяжении, коэффициенты собираются в 

узкий пучок, показывая, что в процессе самоорганизации структуры материал является 

изотропным в большей мере, чем при состояниях с углами       . При простом сжатии 

деформационная анизотропия проявляется наиболее заметно. Естественно, все или «изме-

ряемые» коэффициенты должны быть подтверждены экспериментальными исследования-

ми с более точными измерениями деформаций по сравнению с теми, которые заложили 

основы теории пластичности. Опыт показывает, что для таких измерений необходимо со-

временное  оборудование с возможностями не хуже инструментального микроскопа, если 

в его поле зрения расположить образец. Пока же два светлых кружочка на рис. 7 б) при 
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    и       указывают на то, что опытные значения исходных коэффициентов при 

уровне деформации         с расчетными значениями практически совпадают. 

Деформационную анизотропию, возникающую в результате пластической деформа-

ции доступно выявить, прежде всего, измерением всех деформаций, например, трубчатого 

образца, поскольку зависимость модулей от вида напряженного состояния незначительна. 

Это достаточно отчетливо показано, как диаграммами испытаний для растяжения и сжа-

тия, так и графиками рис. 1 в) и рис. 4 б) для модулей   . Такой вывод может быть полез-

ным и важным для исследователей, которые проводят оценку исходной изотропии по диа-

граммам, полученных испытаниями  образцов, вырезанных в двух взаимно перпендику-

лярных направлениях. Предлагаемая модель показывает, что при этом необходимы изме-

рения и поперечных деформаций, особенно при растяжении, чтобы выявить отмеченную 

выше особенность, характерную для изучаемых сплавов. 

 

4. Основные соотношения для описания дилатансии по напряжениям  

 В работе [1] показано, что дилатансия может проявляться и в форме дополнительно-

го среднего напряжения.  При заданных деформациях после  преобразования исходных 

соотношений (М. Рейнера) для компонент девиатора напряжений вытекают уравнения    

                          
        ;              . (14) 

Как и выше, в уравнениях (2), первое слагаемое в правой части с функцией    представ-

ляет линейную часть  девиатора напряжений при тензорном аргументе    , а второе сла-

гаемое нелинейную часть при нелинейном (квадратичном) тензорном аргументе         

     
     . Функция     является средним модулем, найденным по трем модулям сдвига, 

которые реализуются в площадках с главными касательными напряжениями. Функция    

в этом уравнении является среднеквадратическим значением последних, приобретает 

смысл жесткости утраченной материалом из-за потери внутренних связей. Термин дила-

тансия в работе [1] используется в обобщенном смысле - как дополнительная объемная 

деформация при заданных напряжениях, что рассмотрено выше, и как дополнительное 

среднее напряжение при заданных деформациях (дилатансия по напряжениям).   

Из исходных соотношений  связи тензора напряжений с тензором деформаций мож-

но выделить так же уравнение связи шаровой части тензора напряжений (среднего напря-

жения) с инвариантными величинами тензора деформаций в виде:  

                    ,  (15) 

где          параметр, характеризующий вид простой деформации при пропорцио-

нальном изменении компонент тензора    . Присутствие в этом уравнении среднеквадра-

тического модуля    и интенсивности деформации    говорит о влиянии  на величину 

среднего напряжения не только средней деформации, но формоизменения. Исходная мо-

дель для разрыхляющихся сред не включала третье слагаемое уравнения (15), предпола-

гающей  только  диссипативные изменения структуры. 
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Так же как и для объемной деформации, при отработке математической модели най-

дено вместо (15)  другой вариант уравнения, более удобный с практической точки зрения, 

а именно:  

                                        , (16) 

 

где               можно рассматривать  обобщенной жесткостью при объемном 

расширении. Для проведения расчетов модуль  , как и ранее, определяется по начальному 

значению коэффициента поперечной деформации       . Характеристики формоизме-

нения - средний    и среднеквадратический модуль   , определены по данным о растя-

жении и сжатии и показаны на рис. 1 б) кривыми 1 и 2, соответственно. При этом под ди-

латансией понимается часть среднего напряжения, вызванная процессами самоорганиза-

ции структуры и ее разрыхления. Она включает в себя второе и третье слагаемые уравне-

ния (16), то есть: 

                    . (17) 

Необходимость введения величин    и   , как и ранее, объясняется тем, что степень 

зависимости  характеристики    от вида напряженного состояния ниже, чем такой зави-

симостью обладает дополнительное среднее напряжение (дилатансия), что можно выявить 

только проведением расчетов, согласованных с исходными данными. Практика построе-

ния моделей деформируемых сред широко использует прием введения параметров для от-

ражения особенностей поведения материалов. К таким следует отнести, например, модели 

на основе эндохронных теорий пластичности. Параметры    и    имеют подобное же на-

значение – более точно отразить зависимость от вида напряженного состояния, а при не-

обходимости с их помощью можно учесть и зависимость от времени. Не забегая вперед, 

следует отметить, что сохранение данных параметров в уравнении (17) дает возможность 

точного отражения дилатансии, как дополнительного среднего напряжения. При      и 

     осуществляется частный случай -  уравнение (15). Возможно, материалы с такими 

свойствами будут обнаружены, но для сплава 24S-T4 они принимают несравненно боль-

шие значения. 

Их приходится определять как функции интенсивности деформации    для конкрет-

ных значений угла  , для которых проводятся исследования дилатансии по (17) и среднего 

напряжения по (16). Если параметры    и    определялись путем подбора коэффициентов 

для наложения теоретических кривых для коэффициентов поперечных деформаций на 

кривые, полученные испытаниями образцов, то  для параметров   
  и    такой возможно-

сти нет, из - за отсутствия каких - либо данных о дилатансии    , но можно воспользовать-

ся уже найденными характеристиками. Предполагая равенство модулей          

       , определяется параметр 

    
                  . (18) 

Податливость   , как отмечалось и ранее, существенно зависит не только от вида 

напряженного состояния, но и уровня деформации   . Примерно такое же поведение ха-



http://technomag.bmstu.ru/doc/709269.html 245 

рактерно и для параметра   
 . Второй параметр можно найти после сопоставления уравне-

ния (16) со вторым равенством уравнения (4), записанного для вычисления    . Неслож-

ные преобразования дают его выражение:  

               ,  (19) 

где           . На рис. 8 а) показаны графики изменения параметра     
    кривая 1 и 

параметра     кривая 2 от интенсивности деформации    для напряженного состояния 

   , то есть растяжения. Сравнение этих графиков говорит о том, что диссипативные 

изменения так же увеличиваются с ростом самоорганизации структуры. Нелинейность и 

максимальное значение параметра    
  от деформации быстро снижается почти до нуля 

при возрастании угла  . Поведение параметра    более сложно. Его значения от дефор-

мации так же быстро возрастают, но с увеличением угла   максимальные значения внача-

ле падают, а затем в большей мере возрастают. На рис. 8 б) их зависимость от угла   

представлена кривыми 1 и 2 при уровне деформации        .  

 

 

5. Результаты исследований дилатансии по напряжениям 

Располагая параметрами, как функциями от    и  , пользуясь соотношением (17) оп-

ределено дополнительное напряжение (дилатансия по напряжениям), вызванное  совмест-

но диссипативными процессами (разрыхления) структуры и ее самоорганизации. На рис. 9 

а) показаны кривые изменения     от деформации    для пяти напряженных состояний: 

кривая 1 для растяжения, кривая 2 для      , кривая 3 для      , то есть чистого 

сдвига, кривая 4 для       и кривая 5 для сжатия. Результаты даны в безразмерном виде 

- отношения дилатансии     к абсолютной величине максимального среднего напряжения 

при сжатии                 . Наибольшие значения дилатансии по напряжениям пре-

вышают соответствующие значения при упругих деформациях, равных        . При рас-

тяжении дилатансия имеет положительные значения, для всех других состояний, приве-

денных на рис. 9 а), они отрицательны, но, как и дилатансия по деформациям на рис. 2 а), 

их графики имеют почти линейную зависимость от   .  
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Первое слагаемое соотношения (17) представляет на рис. 9 а) процесс самоорганиза-

ции структуры.  Кривая 1 показывает, какая часть среднего напряжения сопровождает его. 

Для всех других эта часть незначительна, поэтому для состояний с       кривые сли-

ваются с осью абсцисс. Первое слагаемое соотношения (16) относится к упругой части 

среднего напряжения. Графически оно повторяет  рис. 5 а) для общей объемной деформа-

ции    с множителем   . В качестве проверки всех расчетов дилатансии по напряжениям 

проведен расчет среднего напряжения при тех же напряженных состояниях. На рис. 10 а) 

представлены результаты  этих расчетов. Кривая 1 найдена по деформации    

         , то есть по исходным опытным данным. Она относится к растяжению, а кри-

вая 2 использует опытные данные для сжатия, поэтому они показаны линиями из точек. 

Кривые 3, 4, 5, 6 и 7 для состояний                   рассчитаны по данным 

расчетов, полученных по соотношению (4). Кривая 8 представляет отношение среднего 

напряжения      при растяжении к       , найденного по испытаниям на сжатие, поэтому 

максимальное значение этой кривой чуть меньше единицы. Кривые 1 и 3 должны совпа-

дать с кривой 8. Отклонение следует отнести к вычислительным ошибкам, связанными с 

приемом определения параметра   
 . Последний как функция от деформации   , при рас-

тяжении изменяется в очень большом диапазоне значений. А максимальное значение  от-

ношения напряжения     к        равно единице, как по расчетным значениям   , так и 

опытным, так как параметр   
  имеет здесь почти нулевое значение.  

Таким образом, проверка помогает понять, какую роль играют составляющие  дила-

тансии по напряжения, которая  дается в виде (17). Физический смысл этой дилатансии по 

напряжениям удобней проводить параллельно с физическим смыслом уравнений связи 

напряжений с деформациями 

                                       
          . (20) 
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Второе  слагаемое в соотношении (17) (с параметром   ) можно рассматривать при 

растяжении и сжатии как утраченное среднее напряжение, вызванное потерей внутренних 

связей. Оно же в (20) с множителем, представляющим собой площадь образца, показывает 

утраченную часть внутренней продольной силы (в соответствии с терминологией  в со-

противлении материалов). Тогда как первое слагаемое в (17)  (с параметром   
  согласно 

кривой 1 рис. 8 б)) в узком пучке напряженных состояний около     имеет положитель-

ное значение при отрицательном значении дилатансии по деформации. 

 

 
 

Это говорит о том, что при растяжении идет процесс восстановления (самоорганиза-

ции) структуры с возрастающей интенсивностью увеличения числа дополнительных свя-

зей. Этот процесс иллюстрируется кривой 1 на рис. 9 б), которая позволяет проводить ко-

личественную оценку этого явления. Если привлечь к ней кривые 1 и 2 рис. 8 а), то можно 

предположить, что при отрицательной объемной деформации    равновесие самооргани-

зации и диссипативных потерь может нарушаться с достижением уровня, близкого к раз-

рушающему напряжению, и внешне проявляться в виде почти незаметных «бегающих ше-

ек». Чаще для сплавов «побеждает» второй процесс - разрыхления с потерей целостности 

образца, а для некоторых, например, полимерных материалов может происходить и об-

ратное – происходит медленное уменьшение поперечного размера шейки в последова-

тельности, описанной в работе [12].  

Чтобы представить, как эти процессы протекают в первом квадранте напряженных 

состояний (двухосного растяжения), проведен численный эксперимент. При отсутствии 

опытных данных о равноосном растяжении, приближенные были приняты по результатам 

испытаний других сплавов. Для двухосного растяжения напряжения    задавались такие 

же, как при сжатии, но пониженные коэффициентом, равным отношению           , ко-

торый введен работе [1] как параметр текущей разномодульности, а     и    – модули 
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сдвига по испытаниям на сжатие и растяжение.  Коэффициенты поперечных деформаций 

тоже уменьшены пропорционально параметру         .  

Такие исходные данные позволили представить зависимость дилатансии по дефор-

мации для напряженных состояний двухосного растяжения, которая показана на рис. 10 

б). Из сравнения кривых 1, 2 и 3 с такими же кривыми рис. 3 а) можно сделать вывод, что 

область напряженных состояний, при которых протекает самоорганизация структуры, 

значительно расширяется. Если бы исходные данные для двухосного растяжения были бы 

по результатам опытных данных, то результаты расчетов, подобные тем, что показаны 

выше, имело бы смысл изложить подробнее. Чтобы провести исследования дилатансии по 

деформациям и напряжениям при всех   плоского напряженного состояния, для отрабо-

танной здесь программы нужны, как показали проведенные здесь исследования, точные  

сведения о деформациях при напряженных состояниях     и       каждого квадран-

та. 

Для материалов со свойствами близкими к сплаву 24S-T4 материальные функции     

и    могут быть найдены, не прибегая к методике восстановления характеристик формо-

изменения. Для этого достаточно определить параметр разномодульности, как функции 

деформации   , который выше уже упоминался. Алгоритмы для приближенного опреде-

ления этих функций и описание текста программы можно найти в работе [1]. Адекват-

ность данной математической модели материала можно было бы проверить путем сопос-

тавления теоретических с экспериментальными результатами, полученных при других на-

пряженных состояниях. Для таких результатов требуются специальные целенаправленные 

исследования.  

Заключение 

Опираясь на опытные данные испытаний  Джерарда Ж. и Уайлдхорна С. [8] и мо-

дель для разрыхляющихся сред, получена более совершенная математическая модель, 

учитывающая не только диссипативные изменения структуры материала, но и ее самоор-

ганизацию. Получены определяющие соотношения, которые содержат уже другие уравне-

ния для объемной деформации и для среднего напряжения и позволяют проводить иссле-

дования дилатансии, как дополнительной объемной деформации, так и дилатансии (по на-

пряжениям) в виде дополнительного среднего напряжения. Его составляющие позволяют 

проводить оценку внутренних диссипативных процессов и процесса самоорганизации 

структуры, который протекает при растяжении и напряженных состояний, близких к не-

му. 

Показано, что отказ от точного учета дополнительной объемной деформации ведет 

не только к потере точности расчетов, но и к утрате возможности отражения явлений, вы-

званных внутренними процессами. Выявлено, что параметр, характеризующий процесс 

самоорганизации структуры, являются быстро возрастающей функцией от деформации. 

Так же изменяется дополнительное среднее  напряжение, отражающее нелинейный рост 

числа дополнительных связей при снижении объемной деформации, сопровождающие 
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процесс  самоорганизации структуры. Это дает объяснение отмеченным особенностям по-

ведения дилатансии при деформации, близкой к разрушающей, которая может вызвать 

потерю равновесия между диссипативным процессом и процессом ее самоорганизации и 

внешне проявляться в виде «бегающих шеек». Развитие этой темы может оказаться весьма 

полезным для специалистов, занимающихся физикой внутренних структурных процессов, 

сопровождающих пластическую деформацию, но и привлечь достижения физиков по дан-

ным вопросам.  

Определяющие уравнения связи напряжений с деформациями приведены к виду, по-

зволяющему проводить не только исследования особенностей, рассмотренных сплавов, но 

и проводить решения прикладных задач. 
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The mathematical model proposed earlier by the author for materials tensor which is due to 

nonlinearity of plastic changes, loss of the internal relations and the accumulation of damage to 

the structure, shows the consent of the theory with experimental data, for example, gray cast 

iron. The model was not able to accurately reflect the peculiarity of aluminum and other materi-

als, which are anomalously high values of the ratio of the transverse deformation at plastic 

strength. Mentioned alloys currently attract the attention of many scientists who give with the 

help of metallographic analysis convincing evidence of the fact that internal processes include 

mechanisms "self-healing " defects.  

The objective is to improve the original model for gelatinous plastic materials. The analy-

sis of experimental researches have shown that the tensor nonlinearity these environments at-

tributed to the strong dependence of the volume deformations and medium voltage, as the level 

of strain and stress. For their description from the original equations (Reiner) already allocated 

other equations for dilatancy. The latter, as a component of the volumetric strain, can be both 

positive and negative. This preserves the nonlinear coupling between the deviators. For more ac-

curate descriptions of all the strains and stresses imposed additional options, since the depend-

ence of the main characteristics and dilatancy of stress vary significantly. The material functions 

and all constants are defined makroelementa. 

It is shown that the parameter characterizing the process of self-organization patterns, is 

rapidly increasing function of the deformation. Changes also mean stress, reflecting the nonline-

ar growth of the number of additional connection with the decrease in volume deformations. It is 

possible to assume that such behavior of dilatancy in strain, close to destroy, can cause loss of 

balance between the dissipative process and the process of its self-organization and outwardly 

manifested, "running necks". The development of this theme can be not only useful for special-
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ists dealing with the physics internal structural processes accompanying the plastic deformation, 

but also to attract achieve physicists on improvement of the developed model. 
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