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Ââåäåíèå

Àðìèðîâàíèå êîìïîçèòà âûñîêîïðî÷íûìè è âûñîêîìîäóëüíûìè âîëîêíàìè ñóùåñòâåííî
ïîâûøàåò åãî ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, áëàãîäàðÿ ÷åìó òàêèå âîëîêíèñòûå êîìïîçèòû
íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåõíèêå â êà÷åñòâå ñîâðåìåííîãî êîíñòðóêöèîííîãî ìàòå-
ðèàëà [1, 2]. Òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà êàê êîíñòðóêöè-
îííîãî ìàòåðèàëà ÷àñòî ñîâìåùåí ïî âðåìåíè c èçãîòîâëåíèåì êîíñòðóêöèè èç ýòîãî ìà-
òåðèàëà [3, 4]. Ñðåäè òàêèõ êîìïîçèòîâ äîñòàòî÷íî øèðîêî ïðèìåíÿþò îäíîíàïðàâëåííûå
êîìïîçèòû. Ïî ñòðóêòóðå îäíîíàïðàâëåííûé âîëîêíèñòûé êîìïîçèò ñîñòîèò èç îäèíàêîâî
îðèåíòèðîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå âîëîêîí, ðàñïîëîæåííûõ â îòâåðæäåííîì ñâÿçóþùåì,
îáðàçóþùèì ìàòðèöó êîìïîçèòà.
Äëÿ òåïëîíàïðÿæåííûõ êîíñòðóêöèé, íà êîòîðûå äåéñòâóþò èíòåíñèâíûå ìåõàíè÷åñêèå

è òåïëîâûå íàãðóçêè, ïîìèìî âûñîêèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ âàæíû è îïðåäåëåííûå òåïëî-
ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà, îò êîòîðûõ çàâèñèò òåìïåðàòóð-
íîå ñîñòîÿíèå êîíñòðóêöèè. Ñðåäè òàêèõ õàðàêòåðèñòèê âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò òåïëîïðî-
âîäíîñòü, âëèÿþùàÿ íà ïðîöåññ òåïëîïåðåíîñà â êîìïîçèòå.
Îñîáåííîñòü îäíîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åãî ìîæíî

ñ÷èòàòü òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûììàòåðèàëîì îòíîñèòåëüíî îñè, ïàðàëëåëüíîé âîëîêíàì.
Åñëè òàêîé êîìïîçèò ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíûé ìàòåðèàë ñ îñðåäíåííûìè ïî åãî îáú-
åìó ýôôåêòèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, òî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà òåïëîïåðåíîñà íåîáõîäèìî
ðàñïîëàãàòü çíà÷åíèÿìè êîìïîíåíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè.
Êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà çàâèñÿò îò ðÿäà ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå âõîäÿò â ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîëîêîí è ìàòðèöû â êîìïîçèòå. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå
ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ òàêèõ ìîäåëåé [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14], ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü
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îöåíêè êîìïîíåíò ýòîãî òåíçîðà. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ìîäåëåé ó÷èòûâàþò ëèøü îáúåì-
íîå ñîäåðæàíèå âîëîêîí â êîìïîçèòå è íå ðàññìàòðèâàþò èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå. Ýòî
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ðàçáðîñó îöåíîê ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â íà-
ïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì âîëîêíàì (îñîáåííî ïðè áîëüøîì ðàçëè÷èè êîýôôèöèåíòîâ
òåïëîïðîâîäíîñòè âîëîêîí è ìàòðèöû [15, 16]). Ó÷åò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âîëîêîí ïî-
çâîëÿåò óòî÷íèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òåïëîïåðåíîñà â îäíîíàïðàâëåííîì âîëîêíèñòîì
êîìïîçèòå, à åå êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè
ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â ýòîì íàïðàâëåíèè.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Îäíà èç ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîï-
íîãî îäíîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà ïàðàëëåëüíà íàïðàâëåíèþ ðàñïîëîæåíèÿ
âîëîêîí. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â ýòîì íàïðàâëåíèè îáî-
çíà÷èì λ‖. Äâå äðóãèå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ãëàâíûå îñè ýòîãî òåíçîðà ìîãóò çàíèìàòü
ïðîèçâîëüíîå ïîëîæåíèå â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âîëîêíàì. Â ýòîé ïëîñêîñòè òàêîé
êîìïîçèò ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, èìåþùèì ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè
λ. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè òðàíñâåðñàëüíî
èçîòðîïíîãî îäíîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà èìååò äâå íåçàâèñèìûå êîìïî-
íåíòû λ‖ è λ.
Â ðàáîòàõ [10, 13] íà îñíîâå ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåíîñà òåïëîâîé

ýíåðãèè â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå ñòðóêòóðû îäíîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïî-
çèòà â ôîðìå äîñòàòî÷íî ïðîòÿæåííîé â íàïðàâëåíèè ðàñïîëîæåíèÿ âîëîêîí öèëèíäðè-
÷åñêîé ñîñòàâíîé ÷àñòèöû ïîëó÷åíû îöåíêè âåëè÷èí λ‖ è λ, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

λ∗‖ = λ∗(1− CV ) + λ◦‖CV , λ∗ =
λ∗(1− СV ) + λ◦(1 + CV )

λ∗(1 + CV ) + λ◦(1− CV )
, (1)

ãäå λ∗| êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè èçîòðîïíîé ìàòðèöû; CV | îáúåìíàÿ êîíöåíòðà-
öèÿ âîëîêîí â êîìïîçèòå; λ◦‖ è λ◦ | êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè âîëîêíà (â îáùåì
ñëó÷àå òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî) â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Âåëè÷èíà λ∗‖, îïðåäåëÿåìàÿ ïåðâîé ôîðìóëîé (1), ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé îöåíêîé
âåëè÷èíû λ‖, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñòà-
öèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè [17, 18, 19] ïðèìåíèòåëüíî ê ê ïðåäñòàâèòåëüíîìó ýëåìåíòó
êîìïîçèòà. Ñ ýòîé îöåíêîé äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîâïàäàþò è ñðàâíèòåëüíî íåìíîãî÷èñëåí-
íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî èçìåðåíèþ âåëè÷èíû λ‖ [16, 20].
Ôîðìóëû (1) ñîõðàíÿþò ñìûñë âî âñåì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ CV îò 0 äî 1, ÷òî ïðåäïî-

ëàãàåò âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà âîëîêîí îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ r0 äî
áåñêîíå÷íî ìàëîãî. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ñîõðàíÿåò ñìûñë çíà÷åíèåCV = 1, êîãäà êîì-
ïîçèò áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç âîëîêîí. Îäíàêî ðåàëüíûé îäíîíàïðàâëåííûé âîëîêíèñòûé
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êîìïîçèò îáû÷íî ñîñòîèò èç âîëîêîí ïðèìåðíî îäèíàêîâîãî ðàäèóñà, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ
íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ îáúåìíóþ êîíöåíòðàöèþ çíà÷åíèåì C∗

V < 1. Ïðåäåëüíî ïëîòíàÿ
óêëàäêà öèëèíäðè÷åñêèõ âîëîêîí ñ êðóãîâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì îäèíàêîâîãî ðàäèóñà
ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ C4

V = π/(2
√

3) ≈ 0,907, êîãäà öåíòðû ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé êà-
ñàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ñîñåäíèõ âîëîêîí îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ
ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ. Îäíàêî èç óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè êîìïîçèòà
â íàïðàâëåíèè âîëîêîí êàæäîå âîëîêíî äîëæíî áûòü îêðóæåíî ñâÿçóþùèì, îáðàçóþùèì
ìàòðèöó [3], è ïîýòîìó ðåàëüíîå çíà÷åíèå CV < C4

V .
Äëÿ âåëè÷èíû λ∗, îïðåäåëÿåìîé âòîðîé ôîðìóëîé (1), â èíòåðâàëå (0; 1) èçìåíåíèÿ CV

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ λ∗ 6= λ◦ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

λ+ = λ∗(1− CV ) + λ◦CV > λ∗ >
1

(1− CV )/λ∗ + CV /λ◦
= λ−,

êîòîðîå òàêæå ñëåäóåò èç äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé
òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðè CV = 0 è CV = 1 ýòî íåðàâåíñòâî ïåðåõîäèò ñîîòâåòñòâåííî â î÷å-
âèäíûå ðàâåíñòâà λ∗‖ = λ∗ è λ∗‖ = λ◦‖. Îäíàêî ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ CV ðàçíîñòü
∆λ̃ = (λ+−λ−)/λ∗ âåðõíåé è íèæíåé ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê îòíîøåíèÿ λ̃ = λ/λ∗, õàðàê-
òåðèçóþùàÿ âîçìîæíóþïîãðåøíîñòü îöåíêè ýòîãî îòíîøåíèÿ çíà÷åíèåì λ̃∗ = λ∗/λ∗, ìîæåò
áûòü çíà÷èòåëüíîé. Ýòà ðàçíîñòü âîçðàñòàåò ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ îòíîøåíèÿ λ̄ = λ◦/λ∗ îò
åäèíèöû, ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì ðàçëè÷èÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè âîëîêíà
â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè è ìàòðèöû.
Íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ∆λ̃ äîñòèãàåò ïðè

C•
V =

1

1 + 1/
√

λ̄

è ðàâíî
∆λ̃• =

(
1−

√
λ̄

)2
.

Äëÿ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ ñ ìåòàëëè÷åñêîé ìàòðèöåé çíà÷åíèå λ̄ îáû÷íî íå ïðåâûøàåò
ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû åäèíèöó. Íî â ñëó÷àå ìàòðèöû íà ïîëèìåðíîé îñíîâå è âûñîêîòåïëî-
ïðîâîäíûõ âîëîêîí çíà÷åíèå λ◦ ìîæåò ïðåâîñõîäèòü çíà÷åíèå λ∗ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Íà-
ïðèìåð, äëÿ ðàññìîòðåííîãî â ðàáîòå [16] êîìïîçèòà ñ ïîëèìåðíîé ìàòðèöåé è óãëåðîäíûìè
âîëîêíàìè λ̄ > 104. ßñíî, ÷òî â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåïëîïåðåíîñà â
êîìïîçèòå, íà îñíîâå êîòîðîé ïîëó÷åíà âòîðàÿ ôîðìóëà (1), òðåáóåò óòî÷íåíèÿ.
Îäèí èç ïóòåé óòî÷íåíèÿ îöåíîê âåëè÷èíû λ̃ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âîëîêîí â êîìïîçèòå. Óñëîâèåì òðàíñâåð-
ñàëüíîé èçîòðîïèè îäíîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà ìîæåò áûòü ëèáî ñëó÷àé-
íîå (õàîòè÷åñêîå) ðàñïîëîæåíèå ïàðàëëåëüíûõ âîëîêîí, ëèáî óïîðÿäî÷åííîå, êîãäà öåíòðû
êðóãëûõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé âîëîêîí îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ïëîñêîé
ñåòêè, îäèíàêîâûå ÿ÷åéêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, ïîñêîëüêó
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îñü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïåðïåíäèêóëÿðíî èõ ïëîñêîñòè èìååò
ïîðÿäîê âûøå âòîðîãî [21]. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõ âàðèàíòîâ óïîðÿäî÷åííîãî
ðàñïîëîæåíèÿ âîëîêîí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåòêàì ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè è ÿ÷åéêàìè â âèäå
ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
Â ñëó÷àå êâàäðàòíûõ ÿ÷ååê ñî ñòîðîíîé 2l ïðè êàñàíèè ñîñåäíèõ âîëîêîí l = r0 ìàêñè-

ìàëüíî äîñòèæèìîå çíà÷åíèå îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âîëîêîí C�
V = π/4 ≈ 0,7854. Òîãäà

çàäàííîìó çíà÷åíèþ CV 6 C�
V áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îòíîñèòåëüíûé ðàäèóñ âîëîêíà r̄0 =

= r0/l =
√

4CV /π. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâòîðÿþùèéñÿ ýëåìåíò ñòðóêòóðû êîìïîçèòà ïðåäñòà-
âèì â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè x1Ox2 êâàäðàòíîé ÿ÷åéêîé (ðèñ. 1) ñ äëèíîé ñòîðîíû, ðàâíîé ðèñ.1

åäèíèöå, ñîäåðæàùåé ÷åòâåðòü êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëîêíà ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è îòíîñèòåëüíûì ðàäèóñîì r̄0. Ñòîðîíû ÿ÷åéêè x1 = 0 è x1 = 1 ïðèìåì èäå-
àëüíî òåïëîèçîëèðîâàííûìè, à íà ñòîðîíàõ x2 = 0 è x2 = 1 çàäàäèì òåìïåðàòóðû, ðàâíûå
ñîîòâåòñòâåííî íóëþ è T0.

Ðèñ. 1. Ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò ñòðóêòóðû
êîìïîçèòà â âèäå êâàäðàòíîé ÿ÷åéêè

Ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè óêàçàííûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ ïîçâîëèò âû÷èñëèòü ñóììàðíûé òåïëîâîé ïîòîê Q� íà ñòîðîíå x2 = 1 ÿ÷åéêè.
Òîãäà ïðè T0 = 1 è λ∗ = 1 îòíîñèòåëüíûé ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè
λ̃� = λ�/λ∗ ÿ÷åéêè áóäåò ÷èñëåííî ðàâåí çíà÷åíèþ Q�. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ [22] ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò ïðèáëèæåííûì, íî ïîãðåøíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ
ìîæíî îöåíèòü èíòåãðàëüíî ïî çíà÷åíèþ ∆Q̃� = |1 − Q�/Q�|, ãäå Q� | ñóììàðíûé òå-
ïëîâîé ïîòîê íà ñòîðîíå x2 = 0 ÿ÷åéêè. Ïðè äîïóñòèìîì ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè çíà÷åíèè
∆Q̃� ìîæíî ïðèíÿòü λ̃� = (Q� + Q�)/2.
Ïðè ðàñïîëîæåíèè öåíòðîâ êðóãîâûõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé âîëîêîí îäèíàêîâîãî ðàäèóñà

â óçëàõ ñåòêè, ÿ÷åéêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè, ïî-
âòîðÿþùèéñÿ ýëåìåíò ñòðóêòóðû êîìïîçèòà ïðåäñòàâèì â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè x1Ox2

http://technomag.bmstu.ru/doc/657262.html 273

http://technomag.bmstu.ru/doc/657262.html


ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêîé (ðèñ. 2) ñ äëèíàìè ñòîðîí, ðàâíûìè 1 è
√

3. Ýòà ÿ÷åéêà ñîäåðæèò ðèñ.2

÷åòâåðòè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé äâóõ ñîñåäíèõ âîëîêîí. Öåíòð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îäíîãî
èç âîëîêîí ïîìåùåí â íà÷àëå êîîðäèíàò, à öåíòð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äðóãîãî âîëîêíà
ðàñïîëîæåí â ïðîòèâîïîëîæíîé âåðøèíå ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïðè êàñàíèè ñîñåäíèõ âîëî-
êîí äëÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàäèóñà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëîêíà ïîëó÷èì r̄0 = 1. Èìåííî
ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå C4

V = π/(2
√

3) îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè
âîëîêîí â êîìïîçèòå. Çàäàííîìó çíà÷åíèþ CV 6 C4

V ñîîòâåòñòâóåò îòíîñèòåëüíûé ðàäèóñ

âîëîêíà r̄0 =
√

2
√

3CV /π.

Ðèñ. 2. Ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò ñòðóêòóðû
êîìïîçèòà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêè

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êâàäðàòíîé ÿ÷åéêè åå ñòîðîíû x1 = 0 è x1 = 1 ñ÷èòàåì èäåàëüíî
òåïëîèçîëèðîâàííûìè, à íà ñòîðîíàõ x2 = 0 è x2 =

√
3 çàäàäèì òåìïåðàòóðû, ðàâíûå

ñîîòâåòñòâåííî íóëþ è T0. Ñóììàðíûé òåïëîâîé ïîòîê Q4 íà ñòîðîíå x2 =
√

3 ÿ÷åéêè, âû-
÷èñëåííûé ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé
òåïëîïðîâîäíîñòè, äàñò âîçìîæíîñòü çàòåì íàéòè îòíîñèòåëüíûé ýôôåêòèâíûé êîýôôèöè-
åíò òåïëîïðîâîäíîñòè λ̃4 = λ4/λ∗ äàííîé ÿ÷åéêè. Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè T0 = 1 è λ∗ = 1 ìîæíî îöåíèòü èíòåãðàëüíî
ïî çíà÷åíèþ ∆Q̃4 = |1 − Q4/Q4|, ãäå Q4 | ñóììàðíûé òåïëîâîé ïîòîê íà ñòîðîíå x2 =

= 0 ÿ÷åéêè. Ïðè äîïóñòèìîì ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè çíà÷åíèè ∆Q̃4 ñëåäóåò ïðèíÿòü
λ̃4 = (Q4 + Q4)

√
3/2, ïîñêîëüêó âûñîòà äàííîé ÿ÷åéêè ðàâíà

√
3.
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2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ïåðåä êîëè÷åñòâåííûì àíàëèçîì ïðåäñòàâëåííîé âûøå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áûëà
ïðîâåäåíà äèñêðåòèçàöèÿ êâàäðàòíîé è ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷ååê ñåòêàìè ÷åòóðåõóçëîâûõ áèëè-
íåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Êâàäðàòíàÿ ÿ÷åéêà áûëà ðàçáèòà íà 92743 ýëåìåíòà ñ îáùèì
÷èñëîì 93236 óçëîâ, à ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà|íà 161286 ýëåìåíòîâ ñ îáùèì ÷èñëîì 161963
óçëà. Çíà÷åíèÿ ∆Q̃� è ∆Q̃4 ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà óêàçàííûõ ñåòêàõ âîçðàñòàëè ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäè-
íèöûèóâåëè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàäèóñà r̄0 ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëîêíà, íî ïðè λ̄ = 0, 01

è λ̄ = 100 íå ïðåâûñèëè 10−5 äëÿ êâàäðàòíîé ÿ÷åéêè è 10−4 â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêè.
Ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïðè λ̄ = 0, 1 è λ̄ = 10 â âèäå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòåé

îò CV âåëè÷èí λ̃� è λ̂� = λ�/λ◦ (ñïëîøíûå êðèâûå ñî ñâåòëûìè è ÷åðíûìè êâàäðàòàìè),
λ̃4 è λ̂4 = λ4/λ◦ (ñïëîøíûå êðèâûå ñî ñâåòëûìè ÷åðíûìè òðåóãîëüíèêàìè) ïðèâåäåíû
íà ðèñ. 3. Ñïëîøíûå è øòðèõîâûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò çàâèñèìîñòÿì λ̃∗ = λ∗/λ∗ è ðèñ.3

λ̂∗ = λ∗/λ◦ îò CV . Äëÿ ñðàâíåíèÿ øòðèõïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè
çàâèñèìîñòåé îò CV îòíîøåíèé λ̃+ = λ+/λ∗ è λ̂+ = λ+/λ◦, à ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè |
îòíîøåíèé λ̃− = λ−/λ∗ è λ̂− = λ−/λ◦. Íà ðèñ. 4 àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò ðèñ.4

çíà÷åíèÿì λ̄ = 0, 01 è λ̄ = 100. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé
òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêå ïðè èäåàëüíî òåïëîèçîëèðîâàííûõ ñòîðîíàõ
x2 = 0, x2 =

√
3 è èçîòåðìè÷åñêèõ ñòîðîíàõ x1 = 0 è x1 = 1 ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì λ̃4

è λ̂4, îòëè÷àþùèìñÿ îò ïîëó÷åííûõ ïðè óêàçàííûõ âûøå ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íå áîëåå,
÷åì íà 10−4.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
êîìïîçèòà îò CV ïðè λ̄ = 0, 1 è λ̄ = 10
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
êîìïîçèòà îò CV ïðè λ̄ = 0, 01 è λ̄ = 100

Ìàñøòàá ðèñ. 3 è 4 íå ïîçâîëÿåò ïðè CV 6 0, 7 êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ðàçëè÷èå êàê
ìåæäó çíà÷åíèÿìè λ̃�, λ̃4, λ̃∗, òàê è ìåæäó çíà÷åíèÿìè λ̂�, λ̂4, λ̂∗. Òàêîå ðàçëè÷èå ìîæíî
óñòàíîâèòü ïðè ïîìîùè òàáë. 1, â êîòîðîé ïðèâåäåíû ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ äèñ- òáë.1

êðåòíûõ çíà÷åíèé CV (îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ òðîåê ïàðàìåòðîâ
ñîâïàäàþò ïðè CV = 0).

Ò à á ë è ö à 1
CV 0,2 0,4 0,5 0,6 0,7 C� C4

λ̃� 0,7190 0,5048 0,4144 0,3296 0,2465 0,1681 {
λ̄ = 0,1 λ̃4 0,7189 0,5076 0,4192 0,3408 0,2696 0,2123 0,1314

λ̃∗ 0,7188 0,5068 0,4194 0,3415 0,2717 0,2176 0,1481

λ̃� 0,1391 0,1981 0,2414 0,3036 0,4050 0,6019 {
λ̄ = 10 λ̃4 0,1391 0,1972 0,2386 0,2936 0,3716 0,4721 0,7766

λ̃∗ 0,1391 0,1973 0,2385 0,2929 0,3681 0,4596 0,6752

λ̃� 0,6724 0,4336 0,3344 0,2410 0,1468 0,0429 {
λ̄ = 0,01 λ̃4 0,6724 0,4375 0,3419 0,2582 0,1828 0,1217 0,0369

λ̃∗ 0,6722 0,4367 0,3422 0,2594 0,1861 0,1300 0,0588

λ̃� 0,0149 0,0230 0,0299 0,0411 0,0587 0,3654 {
λ̄ = 100 λ̃4 0,0149 0,0229 0,0293 0,0388 0,0549 0,0803 0,5480

λ̃4 0,0149 0,0229 0,0292 0,0386 0,0537 0,0769 0,1701

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè CV 6 0, 7 è âñåõ çíà÷åíèÿõ λ̄ ðàçëè÷èå çíà÷åíèé óêàçàííûõ
òðîåê ïàðàìåòðîâ ñðàâíèòåëüíîìàëî, õîòÿ è âîçðàñòàåò ïîìåðå óâåëè÷åíèÿCV . Õàðàêòåðíî,
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÷òî ïðè CV > 0, 4 âî âñåõ ñëó÷àÿõ áîëåå áëèçêèìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû çíà÷åíèé λ̃4, λ̃∗ è λ̂4,
λ̂∗. Ðåçóëüòàòû âûáîðî÷íûõ ðàñ÷åòîâ ïðè áîëüøåì îòêëîíåíèè çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäèíèöû ïîä-
òâåðæäàþò ýòó îñîáåííîñòü. Èç ïðîâåäåííîãî ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàñ÷åò ýôôåêòèâíîãî
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè λ∗ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà
â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì âîëîêíàì, ïî äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âòîðîé ôîðìóëå (1)
äàåò íàäåæíûå ðåçóëüòàòû, íå òðåáóÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñëîæíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð è
ñâÿçàííûõ ñ íèìè çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò âðåìåíè.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåííîå óòî÷íåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîïåðåíîñà â òðàíñâåðñàëüíî èçî-
òðîïíîì îäíîíàïðàâëåííîì âîëîêíèñòîì êîìïîçèòå è ïðîâåäåííûé êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç
ýòîò ìîäåëè ïîçâîëèëè âûÿâèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ðàñ÷åòíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè òàêîãî êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîì âîëîêíàì, ïîëó÷åííîé íà îñíîâå áîëåå ïðîñòîé ìîäåëè. Äîñòîâåðíàÿ îöåíêà ýòîãî
êîýôôèöèåíòà âàæíà äëÿ àíàëèçà ðàáîòîñïîñîáíîñòè òåïëîíàïðÿæåííûõ êîíñòðóêöèé, âû-
ïîëíåííûõ èç òàêîãî êîìïîçèòà, ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îðèåíòàöèÿ òåïëîâîãî
âîçäåéñòâèÿ íà ýòè êîíñòðóêöèè ñîâïàäàåò ñ óêàçàííûì íàïðàâëåíèåì. Ê òàêîìó òèïó
êîíñòðóêöèé ïðèíàäëåæàò, íàïðèìåð, ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàíòû òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê,
ïîëó÷àåìûõ íàìîòêîé âîëîêíèñòîãî ìàòåðèàëà [1, 2, 3, 4].
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In order to justify a reliable application domain for the calculation dependence which allows
one to determine the effective heat conductivity coefficient of transversely isotropic unidirectional
fiber composite in the plane perpendicular to the fibers; a mathematical model of heat transfer in
representative elements of this composite's structure was created. An ordered arrangement of par-
allel fibers was considered for the case when their centers coincide with the nodes of cross sectional
plane grid with square cells or cells in the form of equilateral triangles. Quantitative analysis of
developedmathematical model was performed using the finite element methodwith controlled inte-
grated computational error. Presented results are important for assessing the temperature condition
and efficiency of heat-stressed structures made of unidirectional fiber composite.
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tensor, mathematical model of heat transfer
Publications with words: long term strength, fatigue resistance, constitutive equation, resolvent
operator, nonlinear strain
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