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Ââåäåíèå

Âîëîêíèñòûå êîìïîçèòû íàõîäÿò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåõíèêå â êà÷åñòâå
ñîâðåìåííîãî êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà [1, 2]. Ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî òàêèõ êîì-
ïîçèòîâ êàê êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ èõ
ïîëó÷åíèÿ îáû÷íî ñîâìåùåí ïî âðåìåíè c èçãîòîâëåíèåì êîíñòðóêöèè èç ýòîãî ìàòåðè-
àëà [3, 4]. Ñðåäè âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ áîëüøóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò îäíîíàïðàâëåííûå
êîìïîçèòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ñîâîêóïíîñòü îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ
â ïðîñòðàíñòâå âîëîêîí, ðàñïîëîæåííûõ â îòâåðæäåííîì ñâÿçóþùåì, îáðàçóþùèì ìàòðèöó
êîìïîçèòà.
Äëÿ êîíñòðóêöèé, ïîäâåðæåííûõ èíòåíñèâíûì ìåõàíè÷åñêèì è òåïëîâûì âîçäåéñòâèÿì,

íàðÿäó ñ ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âàæíóþ ðîëü èãðàþò è òåïëîôèçè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà (â òîì ÷èñëå åãî òåïëîïðîâîäíîñòü). Îäíîíàïðàâëåííûé
âîëîêíèñòûé êîìïîçèò ïî îòíîøåíèþ ê ñâîéñòâó òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîï-
íûììàòåðèàëîì, õàðàêòåðèçóåìûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè.
Êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà çàâèñÿò îò ðÿäà ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå âõîäÿò â ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü ïðîöåññà ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â òàêîì êîìïîçèòå. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
ïîäõîäû äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê êîìïîíåíò ýòîãî òåíçîðà [5, 6, 7, 8, 9, 10]. Îäèí èç ïîäõîäîâ,
ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ [6, 7], äàåò ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû ïðèìå-
íèòåëüíî ê ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèì ìàòåðèàëàì [11, 12], à òàêæå áûë èñïîëüçîâàí ïðè îöåíêå
óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëèêðèñòàëëîâ è êîìïîçèòîâ [6, 7, 11]. Îñîáåííîñòü ýòîãî ïîäõîäà
ñîñòîèò â ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû íåîäíîðîäíîãî ìà-
òåðèàëà ñ îäíîðîäíîé ñðåäîé, èìåþùåé èñêîìûå ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè [13].
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Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ê îöåíêå ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè îä-
íîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü çàâèñèìîñòÿìè, îïèñû-
âàþùèìè âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è âåêòîðíîãî ïîëÿ ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà
â âîëîêíàõ è ìàòðèöå, ïî îòíîøåíèþ ê òàêèì ïîëÿì â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå ñ èñêîìûìè
êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòè âîçìóùåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ñ îòäåëüíî âçÿòûì
âîëîêíîì è ñ ýëåìåíòîì ìàòåðèàëà ìàòðèöû.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

Ïðèìåì, ÷òî èçîòðîïíàÿ ìàòðèöà âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà àðìèðîâàíà ñîâîêóïíîñòüþ
ïàðàëëåëüíî ðàñïîëîæåííûõ àíèçîòðîïíûõ âîëîêîí, äîñòàòî÷íî äëèííûõ ïî ñðàâíåíèþ
ñ èõ ðàäèóñîì è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè [6] îòíîñèòåëüíî èõ
ïðîäîëüíîé îñè. Ïîýòîìó òåíçîð òåïëîïðîâîäíîñòè âîëîêíà ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ëèøü
äâóìÿ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàì λ◦1 è λ◦3 òåïëîïðîâîäíîñòè ïî-
ïåðåê è âäîëü ýòîé îñè ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìàòðèâàåìûé îäíîíàïðàâëåííûé âîëîêíèñòûé
êîìïîçèò â öåëîì áóäåò òàêæå îáëàäàòü ñâîéñòâîì òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè îòíîñèòåëüíî
îñè, ïàðàëëåëüíîé âîëîêíàì. Ñëåäîâàòåëüíî, òåíçîð åãî ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè
îïðåäåëåí òàêæå ëèøü äâóìÿ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ýôôåêòèâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè λ1 è λ3 êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî ïîïå-
ðåê èïàðàëëåëüíî âîëîêíàì, îáúåìíîå ñîäåðæàíèå êîòîðûõâ êîìïîçèòå îáîçíà÷èì÷åðåçCV .

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû λ1

ïîñòðîèì ñíà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îòäåëüíî âçÿ-
òûì âîëîêíîì ñ êðóãîâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ðàäèóñîì R è íåîãðàíè÷åííûì îáúåìîì
îêðóæàþùåãî ýòî âîëîêíî îäíîðîäíûì ìàòåðèàëîì ñ èñêîìûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðî-
âîäíîñòèλ1. Îñü âîëîêíà ñîâìåñòèì ñ îñüþOx3 öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìûêîîðäèíàòOrϕx3.

Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè r � R îò êîîðäèíàòíîé îñè Ox3 çàäàäèì âåêòîð ãðàäèåíòà
òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå, íàïðàâëåííûé ïî îñè, îò êîòîðîé ïðîèñõîäèò
îòñ÷åò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕ. Äëèíó âîëîêíà ïðèìåì äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàäèóñîì R, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû â íàïðàâëåíèè îñè Ox3.
Òîãäà ïðè r → ∞ óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå
áóäåò îïèñûâàòü ôóíêöèÿ T∞(r, ϕ) = Gr cos ϕ, ãäå G | ìîäóëü âåêòîðà ãðàäèåíòà. Ýòà
ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, êîòîðîå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

1

r

∂

∂r

(
r

∂T

∂r

)
+

1

r2

∂2T

∂ϕ2
= 0. (1)

Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê âîëîêíó òåìïåðàòóðíîå ïîëå â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå ïðåòåð-
ïåâàåò âîçìóùåíèå, îïèñûâàåìîå òàêæå óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ (1) äîïîëíèòåëüíûì
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ñëàãàåìûì ∆T (r, ϕ) =
B

r
cos ϕ, ãäå B | ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ ïîñòîÿííûé êîýôôè-

öèåíò. Òàêèì îáðàçîì, òåìïåðàòóðíîå ïîëå â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå, óäîâëåòâîðÿþùåå
çàäàííîìó óñëîâèþ ïðè r →∞ è óðàâíåíèþ (1), îïèñûâàåò ôóíêöèÿ

T (r, ϕ) = T∞(r, ϕ) + ∆T (r, ϕ) =
(
Gr +

B

r

)
cos ϕ. (2)

Àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1), îïèñûâàåò ðàñïðåäåëå-
íèå òåìïåðàòóðû â âîëîêíå

T ◦(r, ϕ) =
(
A∗r +

B∗

r

)
cos ϕ. (3)

Â ôîðìóëå (3)B∗ ≡ 0 â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè òåìïåðàòóðû â öåíòðå âîëîêíà. Òàêèì îáðà-
çîì, â ôîðìóëû (2) è (3) âõîäÿò äâà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòà B è A∗, êîòîðûå íåîáõîäèìî
íàéòè èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ ðàäèóñîì R, ïðåäïîëàãàÿ
òåïëîâîé êîíòàêò íà ýòîé ïîâåðõíîñòè èäåàëüíûì. Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ òåìïåðàòóðû è ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ñëåäóåò,
÷òî

T ◦(R,ϕ) = T (R,ϕ) и λ◦1
∂T ◦

∂r

∣∣∣∣
r=R

= λ1
∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R

.

Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (2) è (3) ïðè B◦ = 0 ñëåäóåò, ÷òî

A∗ = G +
B

R2
и A∗ =

λ1

λ◦1

(
G− B

R2

)
.

Ñíà÷àëà, èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ êîýôôèöèåíò A∗, íàõîäèì

B =
(λ1 − λ◦)GR2

λ1 + λ◦
,

à çàòåì

A∗ =
2λ1G

λ1 + λ◦1
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â âîëîêíå ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (3) è ðàâåíñòâà
Bv = 0 îïðåäåëÿåò ôóíêöèÿ

T ◦(r, ϕ) =
2λ1G(r cos ϕ)

λ1 + λ◦1
, (4)

íå çàâèñÿùàÿ îò ðàäèóñà R.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îòäåëüíîãî ýëåìåíòà ìà-

òðèöû, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó ñîñåäíèìè âîëîêíàìè, ñ íåîãðàíè÷åííûì îáúåìîì îäíî-
ðîäíîãî ìàòåðèàëà. Â ñå÷åíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì êîîðäèíàòíîé îñè Ox3, êîíôèãóðàöèÿ
ñå÷åíèé òàêèõ ýëåìåíòîâ çàâèñèò îò óêëàäêè âîëîêîí è ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íóþ ôîðìó.
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Ïðèìåì â êà÷åñòâå íåêîòîðîé ñðåäíåé êîíôèãóðàöèè ýòèõ ñå÷åíèé ôîðìó êðóãà. Òîãäà ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òàêîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ñ
êðóãîâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì è îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà áóäåò àíàëîãè÷íà ìîäåëè, ïîñòðî-
åííîé âûøå ïðèìåíèòåëüíî ê òåïëîâîìó âçàèìîäåéñòâèþ îòäåëüíî âçÿòîãî âîëîêíà ñ òåì
æå ñàìûì îäíîðîäíûì ìàòåðèàëîì. Îòëè÷èå áóäåò ñîñòîÿòü ëèøü â çàìåíå êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè λ◦1 âîëîêíà íà êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè λm ìàòåðèàëà ìàòðèöû.
Ïîýòîìó âìåñòî ôîðìóëû (4) ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â öèëèíäðè÷åñêîì ýëåìåíòå ìà-
òðèöû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèåé

Tm(r, ϕ) = Amr cos ϕ, (5)

ãäå Am =
2λ1G

λ1 + λm
. Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå íå çàâèñèò îò ðàäèóñà öèëèíäðè÷åñêîãî ýëåìåíòà

ìàòðèöû.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè

λ3 â íàïðàâëåíèè ðàñïîëîæåíèÿ âîëîêîí ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïåðåíîñà â ýòîì íàïðàâëåíèè
òåïëîâîé ýíåðãèè â ïðÿìîì öèëèíäðå âûñîòîé H èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùåì
âîëîêíî, ðàñïîëîæåííîå ïàðàëëåëüíî îáðàçóþùåé öèëèíäðà è èìåþùåå êîýôôèöèåíò òå-
ïëîïðîâîäíîñòè λ◦3. Ïëîùàäü S0 êàæäîãî èç îñíîâàíèé öèëèíäðà ìíîãî áîëüøå ïëîùàäè
S∗ = πR2 ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëîêíà. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà èäåàëüíî òåïëî-
èçîëèðîâàíà, íà îäíîì èç îñíîâàíèé çàäàíà òåìïåðàòóðà T0, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò òåìïåðàòóðû
äðóãîãî îñíîâàíèÿ, ïðèíèìàåìîé ðàâíîé íóëþ. Â òàêîì öèëèíäðå óñòàíîâèâøååñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû áóäåò ëèíåéíûì âäîëü îáðàçóþùåé, ïðè÷åì ÷åðåç îäíîðîäíûé
ìàòåðèàë ñ èñêîìûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ3 áóäåò ïðîõîäèòü òåïëîâîé ïî-
òîê ïëîòíîñòüþ q = λ3T0/H , à ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âîëîêíî,
ñîñòàâèò

q∗ =
λ◦3T0

H
. (6)

Åñëè â ðàññìàòðèâàåìîì öèëèíäðå âîëîêíî çàìåíèòü öèëèíäðè÷åñêèì ýëåìåíòîì èç
ìàòåðèàëà ìàòðèöû, òî ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òàêîé ýëåìåíò áóäåò
ðàâíà

qm =
λmT0

H
. (7)

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ìîäåëè òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû ñ îäíîðîäíûì
ìàòåðèàëîì êîíôèãóðàöèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýòîãî ýëåìåíòà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âîçìóùåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî
óñòàíîâèâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ T∞(r, ϑ) = Gr cos ϑ òåìïåðàòóðû â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå
ïðè r → ∞, âîçíèêàþùèå â âîëîêíå è â ðàññìîòðåííîì âûøå öèëèíäðè÷åñêîì ýëåìåíòå
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ìàòðèöû. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4), â âîëîêíå òàêîå âîçìóùåíèå áóäåò ðàâíî

∆Tv(r, ϕ) = T ◦(r, ϕ)− T∞(r, ϕ) =
G(r cos ϕ)(λ1 − λ◦1)

λ1 + λ◦1
.

Åñëè îò öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðåéòè ê ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò Ox1x2x3, ñîâìåñòèâ îñü Ox1 ñ îñüþ, îò êîòîðîé ïðîèñõîäèò îòñ÷åò óãëîâîé êîîð-
äèíàòû ϕ, òî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðèìåò âèä

∆T ◦(x1) =
Gx1(λ1 − λ◦1)

λ1 + λ◦1
.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìóùåííîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå â âîëîêíå, çàâèñÿùåå ëèøü îò îäíîé
êîîðäèíàòû, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îäíîìåðíûì, ò. å. ãðàäèåíò òàêîãî ïîëÿ èìååò ëèøü îäíó
ñîñòàâëÿþùóþ, íàïðàâëåííóþ ïî îñè Ox1, ïîñòîÿííóþ â ïðåäåëàõ âîëîêíà è ðàâíóþ

A′
∗ =

G(λ1 − λ◦1)

λ1 + λ◦1
. (8)

Àíàëîãè÷íî, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (5), çàïèøåì ñîîòíîøåíèå

∆Tm(x1) =
Gx1(λ1 − λm)

λ1 + λm

,

îïèñûâàþùåå âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â öèëèíäðè÷åñêîì ýëåìåíòå ìàòðèöû. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà âîçìóùåííîãî òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ â ýòîì ýëåìåíòå,íàïðàâëåííàÿ ïî îñè Ox1, ðàâíà

A′
m =

G(λ1 − λm)

λ1 + λm

. (9)

Èç ñîîòíîøåíèé (8) è (9) âèäíî, ÷òî íàéäåííûå ñîñòàâëÿþùèå ãðàäèåíòà âîçìóùåííîãî
òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ êàê â âîëîêíå, òàê è â ýëåìåíòå ìàòðèöû íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò
è ðàçìåðîâ âîëîêîí è òàêèõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó ïðè îñðåäíåíèè ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ ïî
îáúåìó êîìïîçèòà ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè CV äëÿ âîëîêîí
è 1 − CV äëÿ ìàòðèöû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ðåçóëüòàò îñðåäíåíèÿ
ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü íóëþ, ò. å. ïîëîæèòüA′

∗CV +A′
m(1−CV ) = 0, èëè ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

(6) è (7) ïðè G 6= 0 çàïèñàòü

(λ1 − λ◦1)CV

λ1 + λ◦1
+

(λ1 − λm)(1− CV )

λ1 + λm

= 0.

Ýòî ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

λ2
1 −

(
λm − λ◦1 + 2(λ◦1 − λm)CV

)
λ1 − λ◦1λm = 0
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îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè λ1 êîìïîçèòà. Ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

λ̃ =
λ

λm

=
1− λ̄ + 2(λ̄− 1)CV +

√
(1− λ̄ + 2(λ̄− 1)CV )2 + 4λ̄

2
, (10)

ãäå λ̄ = λ1/λm.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îñðåäíåíèå ïî îáúåìó êîìïîçèòà ñîñòàâëÿþùèõ

q1 = −λ◦1A1 è qm = −λmAm âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ñîîòâåòñòâåííî â âîëîêíàõ
è ýëåìåíòàõ ìàòðèöû è ïîñëåäóþùåå ïðèðàâíèâàíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñîñòàâëÿþùåé
q = −λG âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå ïðèâîäèò ê èäåíòè÷-
íîìó êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ, ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåò ôîðìóëà (10).
Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè λ3 êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè

ðàñïîëîæåíèÿ âîëîêîí ñíà÷àëà íàéäåì âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà îòíîñè-
òåëüíî ïëîòíîñòè q = λ3T0/H òåïëîâîãî ïîòîêà â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå, âîçíèêàþùèå
â âîëîêíå è öèëèíäðè÷åñêîì ýëåìåíòå èç ìàòåðèàëà ìàòðèöû, ïîìåùåííûõ â ðàññìîòðåí-
íîì âûøå öèëèíäðå èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà. Â âîëîêíå è â ýëåìåíòå ìàòðèöû òàêèå
âîçìóùåíèÿ ñ ó÷åòîì ôîðìóë (6) è (7) ñîñòàâÿò ñîîòâåòñòâåííî q′∗ = (λ◦3 − λ3)T0/H è
q′m = (λm − λ3)T0/H . Ñîãëàñíî ìåòîäó ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ðåçóëüòàò îñðåäíåíèÿ ýòèõ âîç-
ìóùåíèé ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü íóëþ, ò. å. ïîëîæèòü q′∗CV + q′m(1 − CV ) = 0, ÷òî ïðè T0 6= 0

ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

λ̃3 =
λ3

λm

= 1− CV + λ̄3CV , (11)

ãäå λ̄3 = λ◦3/λm. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç òåîðèè ñìå-
ñåé [8], è èäåíòè÷íà ôîðìóëå äëÿ âåðõíåé îöåíêè âåëè÷èíû λ̃3, ïîëó÷àåìîé ïóòåì èñ-
ïîëüçîâàíèÿ äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðî-
âîäíîñòè [10].

Äâóñòîðîííèå îöåíêè

Ïîëó÷åííàÿ ðàñ÷åòíàÿ çàâèñèìîñòü (11) äàåò äîñòàòî÷íî íàäåæíûå ðåçóëüòàòû, ñîãëàñó-
þùèåñÿ ñ îïóáëèêîâàííûìè, õîòÿ è íåìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [14,
15]. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-
âîäíîñòè λ1 îäíîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì
ðàñïîëîæåíèþ âîëîêîí, ïðè áîëüøîì îòëè÷èè êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè âîëîêíà è
ìàòðèöû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé, ñëåäóþùèõ èç ðàñ÷åòíûõ çàâèñèìîñòåé. Ïî-
ýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ýòîãî êîýôôèöèåíòà, ïîçâîëÿþùèå
îöåíèòü âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîé ôîðìóëû (10).
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Âåðõíþþ λ+ è íèæíþþ λ− îöåíêè âåëè÷èíû λ1 ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì èñïîëüçîâà-
íèÿ äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â
íåîäíîðîäíîì òåëå [16, 17], âêëþ÷àþùåé ìèíèìèçèðóåìûé è ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèî-
íàëû, äîñòèãàþùèå íà èñòèííîì ðåøåíèè çàäà÷è ñîâïàäàþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé.
Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ îá îäíîðîäíîñòè â ïðåäñòàâèòåëü-
íîì ýëåìåíòå êîìïîçèòà âåêòîðíîãî ïîëÿ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, à íèæíÿÿ | ïîëÿ âåêòîðà
ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà. Ýòè îöåíêè îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè

λ̃+ =
λ+

λm

= 1− CV + λ̄CV , λ̃− =
λ−
λm

=
1

1− CV + CV /λ̄
. (12)

Ïðåäñòàâëåííûå îöåíêè ìîæíî ñáëèçèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï,
ñôîðìóëèðîâàííûé â ðàáîòå [18]. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèíöèïà ê îäíîíàïðàâëåííîìó âî-
ëîêíèñòîìó êîìïîçèòó ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

λ̃∗+ = λ̃+ −
(1− CV )CV (λ̄− 1)2

CV +(1−CV )λ̄α + 1
> λ̃ > λ̃+ −

(1− CV )CV (λ̄− 1)2

CV +(2−CV )λ̄
= λ̃∗−, (13)

åñëè λ̄ < 1, è

λ̃∗+ = λ̃+ −
(1− CV )CV (λ̄− 1)2

CV +(2−CV )λ̄α

> λ̃ > λ̃+ −
(1− CV )CV (λ̄− 1)2

CV +(1−CV )λ̄ + 1
= λ̃∗−, (14)

åñëè λ̄ > 1. Èäåíòè÷íûå ôîðìóëû äëÿ âåðõíåé λ̃+ è íèæíåé λ̃− îöåíîê ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè
ïîìîùè ñèíãóëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé [6].
Â ðàáîòå [10] íà îñíîâå ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè

â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå îäíîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà â ôîðìå äîñòà-
òî÷íî ïðîòÿæåííîé â íàïðàâëåíèè ðàñïîëîæåíèÿ âîëîêîí öèëèíäðè÷åñêîé ñîñòàâíîé ÷à-
ñòèöû ïîëó÷åíà îöåíêà λ∗1 ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè λ1 êîìïîçèòà,
êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ̃∗1 =
λ∗1
λm

= λ̄
2− (1− λ̄)(1− CV )

2− (1− λ̄)(1 + CV )
.

Îòìåòèì, ÷òî λ̃∗1 = λ̃∗+ ïðè λ̄ < 1 è λ̃∗1 = λ̃∗− ïðè λ̄ > 1.
Ïðèâåäåííûå îöåíêè ñîõðàíÿþò ñìûñë âî âñåì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ îáúåìíîé êîí-

öåíòðàöèè CV âîëîêîí â êîìïîçèòå îò 0 äî 1, ÷òî ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ
ðàäèóñà âîëîêîí îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ R äî áåñêîíå÷íî ìàëîãî. Ïðè òàêîì
ïðåäïîëîæåíèè ñîõðàíÿåò ñìûñë çíà÷åíèå CV = 1, êîãäà êîìïîçèò áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî
èç âîëîêîí. Îäíàêî ðåàëüíûé îäíîíàïðàâëåííûé âîëîêíèñòûé êîìïîçèò îáû÷íî ñîñòîèò
èç âîëîêîí ïðèìåðíî îäèíàêîâîãî ðàäèóñà, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ
îáúåìíóþ êîíöåíòðàöèþ çíà÷åíèåì C∗

V < 1. Ïðåäåëüíî ïëîòíàÿ óêëàäêà öèëèíäðè÷åñêèõ
âîëîêîí ñ êðóãîâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ
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C4
V =

π

2
√

3
≈ 0, 907, êîãäà öåíòðû ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé âîëîêîí ðàñïîëîæåíû â âåðøè-

íàõ ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ, à ñîñåäíèå âîëîêíà êàñàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî
èç óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè âîëîêîí êàæäîå âîëîêíî
äîëæíî áûòü îêðóæåíî ñâÿçóþùèì, îáðàçóþùèì ìàòðèöó [3], è ïîýòîìó ðåàëüíîå çíà÷åíèå
CV < C4

V .

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Íà ðèñ. 1 è 2 ñïëîøíûìè êðèâûìè ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè λ̃ îò CV ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄, ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëå (10). Øòðèõïóíêòèðíûå è øòðèõîâûå
ëèíèè íà ýòèõ ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóþò âåðõíåé λ̃+ è íèæíåé λ̃− îöåíêàì âåëè÷èíû λ̃,
âû÷èñëåííûì ïî ôîðìóëàì (12), à øòðèõïóíêòèðíûå è øòðèõîâûå ëèíèè ñ êðóæêàìè |
âåðõíåé λ̃∗+ è íèæíåé λ̃∗− îöåíêàì ýòîé âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèÿìè (13) è (14).
Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ λ̄ è èçìåíåíèè CV â èíòåðâàëå (0, 1) ñïëîøíûå
êðèâûå äëÿ λ̃ ëåæàò â ïîëîñå ìåæäó ãðàôèêàìè äëÿ λ̃∗+ è λ̃∗−, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ðàñïîëîæåíû ìåæäó ãðàôèêàìè äëÿ λ̃+ è λ̃−.
ßñíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè âîëîêîí, êîãäà CV = 1, λ̃ = 1 è âñå îöåíêè ñîâïàäàþò ñ ýòèì

çíà÷åíèåì. Â ñëó÷àå ãèïîòåòè÷åñêîé ñèòóàöèè, êîãäà êîìïîçèò ñîñòîèò òîëüêî èç âîëîêîí,
CV = 1 è λ̃ = λ̄. Ïðè ýòîì âñå îöåíêè òàêæå ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèåì λ̄.

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé λ̃, λ̃+, λ̃−, λ̃∗+ è λ̃∗− îò CV ïðè çíà÷åíèÿõ λ̄ < 1
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé λ̃, λ̃+, λ̃−, λ̃∗+ è λ̃∗− îò CV ïðè çíà÷åíèÿõ λ̄ > 1

Èç ðèñóíêîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòëè÷èè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè λ◦1 âîëîêíà â
ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè îò êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè λm ìàòðèöû íå áîëåå, ÷åì â
äâà ðàçà, ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé λ̃, λ̃∗+ è λ̃∗− îò CV ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (10) ñðàâíèòåëüíî ìàëà.
Îäíàêî ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäèíèöû øèðèíà ïîëîñû ìåæäó ãðàôèêàìè äëÿ
îöåíîê λ̃∗+ è λ̃∗− âîçðàñòàåò, ïðè÷åì íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ïðè çíà÷åíèÿõ CV , áëèçêèõ ê
0,5. Òàêèì îáðàçîì, äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (10) â ýòîì ñëó÷àå
óõóäøàåòñÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûåíà îñíîâå ïîñòðîåííûõìàòåìàòè÷åñêèõìîäåëåé òå-
ïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîëîêíà è ýëåìåíòîâ ìàòåðèàëà ìàòðèöû ñ îäíîðîäíûììàòåðèàëîì,
ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîíàïðàâëåííîìó âîëîêíèñòîìó êîìïîçèòó, ïîçâîëÿþò ñ ïðèåìëåìîé
äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé äîñòîâåðíîñòüþ îöåíèâàòü ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè òàêîãî êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè ðàñïîëîæåíèÿ âîëîêîí, à òàêæå àíàëîãè÷íûé
êîýôôèöèåíò â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì âîëîêíàì, íî ïðè óñëîâèè ñðàâíèòåëüíî
ìàëîãî ðàçëè÷èÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè âîëîêíà è ìàòåðèàëà ìàòðèöû.
Îäíàêî â ñëó÷àå áîëüøîãî ðàçëè÷èÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè (íàïðèìåð, äëÿ
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êîìïîçèòà ñ ïîëèìåðíîé ìàòðèöåé, àðìèðîâàííîé óãëåðîäíûìè âîëîêíàìè) âîçìîæíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè â ïåðïåíäèêóëÿðíîì
íàïðàâëåíèè âîçðàñòàåò, ÷òî òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ óòî÷íåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðå-
íîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â êîìïîçèòå â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòó ÍØ-255.2012.8 ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïîääåðæêè âå-
äóùèõ íàó÷íûõ øêîë.
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The self-consistency method was used to estimate the components of a thermal conductivity
tensor of unidirectional fiber composite, which is transversally isotropic with respect to an axis
arranged parallel to the fibers. In this method it is possible to estimate effective values of parameters
for the composite as a whole by averaging the perturbed distributions of the parameters over the
elements of the composite structure and equating averaged results to zero. A perturbed temperature
field and heat flux density distribution over the fibers and composite matrix were calculated on
the basis of the developed mathematical models of heat interaction between these elements of the
structure and a transversely isotropic homogeneous material which has required coefficients of
thermal conductivity. For validation of the final calculated dependences, bilateral estimates based
on dual variation formulation of the stationary problem of heat conduction in an inhomogeneous
solid body were used. The calculated dependencies can be used for forecasting effective thermal
conductivity of unidirectional fiber composites.
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