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Ââåäåíèå

Îäèí èõ ñïîñîáîâ ïîâûøåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ
ñîñòîèò â àðìèðîâàíèè èõ âêëþ÷åíèÿìè ñ âûñîêèìè ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â
òîì ÷èñëå è íàíîñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì òàêèå ìàòåðèàëû ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê êîìïîçèòû, ñîñòîÿùèå èç ìàòðèöû, îáúåäèíÿþùåé àðìèðóþùèå âêëþ÷åíèÿ. Îäíîé
èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ôîðì âêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿ áëèçêàÿ ê øàðîâîé.
Äëÿ òåïëîíàïðÿæåííûõ êîíñòðóêöèé, ïîäâåðæåííûõ îäíîâðåìåííîìó âîçäåéñòâèþ íå

òîëüêî ìåõàíè÷åñêèõ, íî è òåïëîâûõ íàãðóçîê, íàðÿäó ñ èíôîðìàöèåé î ìåõàíè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèêàõ êîìïîçèòà âàæíî ðàñïîëàãàòü äàííûìè è î åãî òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ
(â ÷àñòíîñòè, î êîýôôèöèåíòå òåïëîïðîâîäíîñòè). Ýôôåêòèâíîå çíà÷åíèå λ êîýôôèöè-
åíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, àðìèðîâàííîãî øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè, çàâèñèò îò èõ
îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè CV è îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè
ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé.
Èçâåñòíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îöåíêå çíà÷åíèÿ λ [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Â äàííîé ðàáîòå

èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ [2, 7]. Ýòîò ïîäõîä
äàåò ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèì ìàòåðèàëàì ñ àíèçî-
òðîïíûìè êðèñòàëëè÷åñêèìè çåðíàìè [8], à òàêæå áûë èñïîëüçîâàí ïðè îöåíêå óïðóãèõ
õàðàêòåðèñòèê êàê ïîëèêðèñòàëëîâ [2], òàê è êîìïîçèòîâ [7]. Îñîáåííîñòü ýòîãî ïîäõîäà ñî-
ñòîèò â ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ñ îäíîðîäíîé
ñðåäîé, èìåþùåé èñêîìûå ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè [9]. Ïîñëåäóþùåå ïðèðàâíèâàíèå
íóëþîñðåäíåííûõïî îáúåìó êîìïîçèòà âîçìóùåíèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ â ýëåìåíòàõ
ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ èñêîìûõ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê ðàññìàòðèâàåìîãî íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà.
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ λ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ øà-
ðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ õàðàê-
òåðíûõ ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû òàêîãî êîìïîçèòà ñ îêðóæàþùèì ýòè ýëåìåíòû îäíîðîäíûì
ìàòåðèàëîì, èìåþùèì èñêîìûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè λ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ïðîöåññ ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â øàðîâîì âêëþ÷åíèè ðàäèóñîì R ñ êîýôôèöèåíòîì
òåïëîïðîâîäíîñòè λ0, ïîìåùåííûì â íåîãðàíè÷åííóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ îáëàñòü ñ îäíî-
ðîäíûì ìàòåðèàëîì. Òåïëîâîé êîíòàêò íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R ñ÷èòàåì
èäåàëüíûì.
Öåíòð øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ ñîâìåñòèì ñ íà÷àëîì ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Íà

áîëüøîì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì R ðàññòîÿíèè r îò íà÷àëà êîîðäèíàò çàäàäèì âåêòîð ãðà-
äèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå, íàïðàâëåííûé ïî îñè ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, îò êîòîðîé ïðîèñõîäèò îòñ÷åò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϑ, ò.å. ïðè r → ∞
óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ýòîì ìàòåðèàëå áóäåò îïèñûâàòü ôóíêöèÿ
T∞(r, ϑ) = Gr cos ϑ, ãäå G | ìîäóëü âåêòîðà ãðàäèåíòà. Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Ëàïëàñà, êîòîðîå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂T

∂r

)
+

1

r2 sin ϑ

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂T

∂ϑ

)
+

1

r2 sin2 ϑ

∂2T

∂ϕ2
= 0. (1)

Â äàííîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ ïàðàëëåëüíîñòè çàäàííîãî âåêòîðà ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ îñè îòñ÷åòà óãëîâîé êîîðäèíàòû ϑ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñèììåòðè÷íî îòíîñè-

òåëüíî ýòîé îñè è íå çàâèñèò îò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕ, ò.å. ∂2T

∂ϕ2
≡ 0.

Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîñòàâíîìó øàðó òåìïåðàòóðíîå ïîëå â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå
ïðåòåðïåâàåò âîçìóùåíèå, îïèñûâàåìîå äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì ∆T (r, ϑ) =

B

r2
cos ϑ,

ãäå B|ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò. Ýòî ñëàãàåìîå òàêæå óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ (1). Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâèâøååñÿ òåìïåðàòóðíîå ïîëå â îäíîðîäíîì
ìàòåðèàëå, óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííîìó óñëîâèþ ïðè r → ∞ è óðàâíåíèþ (1), îïèñûâàåò
ôóíêöèÿ

T (r, ϑ) = T∞(r, ϑ) + ∆T (r, ϑ) =

(
Gr +

B

r2

)
cos ϑ. (2)

Àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü

T0(r, ϑ) =

(
A0r +

B0

r2

)
cos ϑ (3)

îïèñûâàåò óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â øàðîâîì âêëþ÷åíèè, íî â ñèëó
îãðàíè÷åííîñòè çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû â öåíòðå øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ (ïðè r = 0) íåîáõî-
äèìî ïîëîæèòü B0 = 0.
Â ðàâåíñòâà (2) è (3) âõîäÿò äâà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòàB èA0, êîòîðûå ìîæíî íàéòè

èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîìR. Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè
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íà ýòîé ïîâåðõíîñòè òåìïåðàòóðû è ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî
ïîòîêà ñëåäóåò

T0(R, ϑ) = T (R, ϑ)

è

λ0
∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=R

= λ
∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R

.

Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (2) è (3) è ðàâåíñòâà B0 = 0 íàõîäèì

A0 = G +
B

R3
, A0 =

λ

λ0

(
G− 2B

R3

)
è â èòîãå ïîëó÷àåì

B

R3
=

λ/λ0 − 1

2λ/λ0 + 1
G

è

A0 =
3λG

2λ + λ0

. (4)

Ìàòðèöó êîìïîçèòà ïðåäñòàâèì ñîñòîÿùåé èç øàðîâûõ ÷àñòèö ïåðåìåííîãî ðàäèóñà
Rm, ìåíÿþùåãîñÿ îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ äî áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíû, ÷òî
ïîçâîëÿåò çàïîëíèòü âñå ïðîìåæóòêè ìåæäó øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè. Ïðè óñëîâèÿõ, àíàëî-
ãè÷íûõ óñëîâèÿì òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ è îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà,
ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â øàðîâîé ÷àñòèöå ìàòðèöû ðàäèóñîìRm ñ
êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λm. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì,
÷òî óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òàêîé ÷àñòèöå îïèñûâàåò ôóíêöèÿ

Tm(r, ϑ) = Amr cos ϑ, (5)

ãäå

Am =
3λG

2λ + λm

. (6)

2. Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

Îïðåäåëèì â øàðîâîì âêëþ÷åíèè è â øàðîâîé ÷àñòèöå ìàòðèöû êîìïîçèòà âîçìóùå-
íèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî óñòàíîâèâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
T∞(r, ϑ) = Gr cos ϑ òåìïåðàòóðû â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå. Èç ôîðìóë (2). . . (4) ñ ó÷åòîì
ðàâåíñòâà B0 = 0 äëÿ øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ ïîëó÷èì

T ′
0(r, ϑ) = T0(r, ϑ)− T∞(r, ϑ) =

λ− λ0

2λ + λ0

G(r cos ϑ),
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à èç ôîðìóë (2), (5) è (6) äëÿ øàðîâîé ÷àñòèöû ìàòðèöû íàéäåì

T ′
m(r, ϑ) = Tm(r, ϑ)− T∞(r, ϑ) =

λ− λm

2λ + λm

G(r cos ϑ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ýòèõ ýëåìåíòàõ ñòðóêòóðû êîìïîçèòà âîçìóùåííîå ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì è çàâèñèò ëèøü îò êîîðäèíàòû r cos ϑ, íàïðàâëåííîé ïî
îñè îòñ÷åòà óãëà ϑ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â íàïðàâëåíèè ýòîé îñè åäèíñòâåííàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà âîçìóùåííîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â øàðîâîì âêëþ÷åíèè ðàâíà

G0 =
∂T ′

0(r, 0)

∂r
=

λ− λ0

2λ + λ0

G, (7)

à â øàðîâîé ÷àñòèöå ìàòðèöû |

Gm =
∂T ′

m(r, 0)

∂r
=

λ− λm

2λ + λm

G. (8)

Èç ñîîòíîøåíèé (7) è (8) âèäíî, ÷òî íàéäåííûå ñîñòàâëÿþùèå ãðàäèåíòà âîçìóùåííîãî
òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ êàê â øàðîâûõ âêëþ÷åíèÿõ, òàê è â øàðîâûõ ÷àñòèöàõ ìàòðèöû íå
çàâèñÿò îò êîîðäèíàò è ðàçìåðîâ âêëþ÷åíèé è ÷àñòèö. Ïîýòîìó ïðè îñðåäíåíèè ýòèõ ñîñòà-
âëÿþùèõ ïî îáúåìó êîìïîçèòà ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè CV

äëÿ âêëþ÷åíèé è 1−CV äëÿ ìàòðèöû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ðåçóëüòàò
îñðåäíåíèÿ ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü íóëþ, ò.å. ïîëîæèòü G0CV + Gm(1− CV ) = 0, èëè ñ ó÷åòîì
ñîîòíîøåíèé (7) è (8) ïðè G 6= 0

λ− λ0

2λ + λ0

CV +
λ− λm

2λ + λm

(1− CV ) = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

2λ2 −
(
2λm − λ0 + 3(λ0 − λm)CV

)
λ− λ0λm = 0

îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè λ êîìïîçèòà, ïîëîæèòåëüíîå ðå-
øåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

λ̃ =
λ

λm

=
2− λ̄ + 3(λ̄− 1)CV +

√(
2− λ̄ + 3(λ̄− 1)CV

)2
+ 8λ̄

4
, (9)

ãäå λ̄ = λ0/λm.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îñðåäíåíèå ïî îáúåìó êîìïîçèòà ñîñòàâëÿ-

þùèõ q0 = −λ0A0 è qm = −λmAm âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ñîîòâåòñòâåííî
âî âêëþ÷åíèÿõ è ÷àñòèöàõ ìàòðèöû è ïðèðàâíèâàíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñîñòàâëÿþ-
ùåé q = −λG âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå ïðèâîäèò ê
èäåíòè÷íîìó êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ, ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåò ôîð-
ìóëà (9).
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3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Íà ðèñ. 1 ñïëîøíûìè êðèâûìè ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé λ̃ îò CV ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄ = λ0/λm < 1, ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëå (9). Øòðèõîâûå è ïóíêòèðíûå
ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çàâèñèìîñòÿì îò CV âåðõíåé λ̃+ è íèæíåé λ̃− îöåíîê âåëè÷èíû λ̃,
îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè [2]

λ̃+ =
1

CV

3λ̄
+

1− CV

1 + 2λ̄

− 2λ̄, λ̃− =
1

CV

λ̄ + 2
+

1− CV

3

− 2.

Ýòè ôîðìóëû ïîëó÷åíû â ñèíãóëÿðíîì ïðèáëèæåíèè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé è ñîâïà-
äàþò ñ ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå ñëåäóþò èç äâîéñòâåííîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Õà-
øèíà |Øòðèêìàíà [10]. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå [4, 6]

λ̃∗ =
λ∗

λm

=
2 + λ̄− 2(1− λ̄)CV

2 + λ̄ + (1− λ̄)CV

, (10)

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíîãî ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëî-
ïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà è âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê ýòîãî çíà÷åíèÿ îò îáúåìíîé êîíöåíòðà-
öèè âêëþ÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄ < 1
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ïîëó÷åííîé íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îäíîðîäíûì
ìàòåðèàëîì ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû êîìïîçèòà â âèäå ñîñòàâíîé øàðîâîé
÷àñòèöû, âêëþ÷àþùåé øàðîâîå âêëþ÷åíèå è îêðóæàþùèé åãî êîíöåíòðè÷åñêèé ñëîé ìàò-
ðèöû, ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå äëÿ âåðõíåé îöåíêè λ̃+.
Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé λ̄ ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé λ̃ è λ̂ îò CV íàõîäÿòñÿ â

ïîëîñåìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàôèêàìèäëÿ âåðõíèõèíèæíèõîöåíîê ýòèõ âåëè÷èí. Ïî
ìåðå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäèíèöû øèðèíà ïîëîñû ïðè çíà÷åíèÿõ CV , ïðîìåæóòî÷íûõ
ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé, çàìåòíî âîçðàñòàåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíàÿ ïîãðåøíîñòü
ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (9), ìîæåò òàêæå ðàñòè ïðè óâåëè÷åíèè ðàçëè÷èÿ ìåæäó
çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû. Åñëè ïðè λ̄ = 0,6

ãðàôèêè äëÿ λ̃, λ̃− è λ̃+ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è âîçìîæíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (9) èìååò ïîðÿäîê äåñÿòûõ äîëåé ïðîöåíòà, òî óæå ïðè λ̄ = 0,2 ýòà
ïîãðåøíîñòü âîçðàñòàåò íà äâà ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ïðè

CV = 0,6, λ̄ = 0,2

èìååì
λ̃ = 0,4188, λ̃− = 0,3778, λ̃+ = 0,4627,

ò.å. íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

λ̃+

λ̃
− 1 = 0,105 = 10,5%.

Ïîñêîëüêó ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ýëåìåíòû ñòðóêòóðû êîìïîçèòà
èìåëè îäèíàêîâóþ øàðîâóþ ôîðìó, ãðàôèêè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 1 ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü
çàâèñèìîñòü λ îòCV è â ñëó÷àå, êîãäà λ0 > λm, ò.å. ïðè λ̄ > 1. Â ýòîì ñëó÷àå íà ðèñ. 1 ñëåäóåò
çàìåíèòü CV íà 1− CV , λ̄ íà îòíîøåíèå λm/λ0, à λ̃ íà îòíîøåíèå λ/λ0. Òîãäà ãðàôèêè äëÿ
λ̃+ è λ̃− áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàì îòíîøåíèÿ λ/λ0. Íàïðèìåð,
êðèâûå äëÿ çíà÷åíèÿ λ̄ = 0,2 òåïåðü ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ îòíîøåíèÿ λm/λ0 = 0,2, èëè
λ0/λm = 5. Çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ λ/λ0 ïðè λ0/λm = 5 è CV = 0,6 áóäåò ðàâíî îðäèíàòå
òî÷êè íà êðèâîé äëÿ λ̃ ïðè λ̄ = 0,2 ñ àáñöèññîé, ðàâíîé 1− CV = 0,4. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì
λ/λ0 = 0,5896, à íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ýòîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,5130 è
6190, ò.å. íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

1− λ̃−
λ/λ0

= 0,130 = 13,0%.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè λ̄ > 1 ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå

λ∗

λ0

=
2/λ̄ + 1− 2(1/λ̄− 1)CV

2 + λ̄ + (1− λ̄)CV

,

ïîëó÷åííîé ïðåîáðàçîâàíèåì ðàâåíñòâà (10), ñîâïàäàþò ñ íèæíåé îöåíêîé λ̃− îòíîøå-
íèÿ λ/λ0.
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Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïî-
çèòà ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè ïðèìåíåí ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà îñðåä-
íåíèè ïàðàìåòðîâ âîçìóùåííîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ýëåìåíòàõ ñòðóêòóðû êîìïîçèòà.
Íàðÿäó ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû ïðèíÿòû ÷àñòèö ìàòðèöû
êîìïîçèòà øàðîâîé ôîðìû, ðàäèóñ êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ îò íåêîòîðîé êîíå÷íîé âåëè÷èíû äî
áåñêîíå÷íî ìàëîé. Âîçìóùåííîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå âî âêëþ÷åíèÿõ è â øàðîâûõ ÷àñòèöàõ
ìàòðèöû íàéäåíî ïóòåì ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ïðîâåäåí êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ïîëó÷åííîé ðàñ÷åòíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ýôôåêòèâ-
íîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà. Óñòàíîâëåíî,
÷òî â øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ýòîé
çàâèñèìîñòè ðàñïîëîæåíû â ïðîìåæóòêå ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàìè, êîòîðûå ñëå-
äóþò êàê èç ñèíãóëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, òàê è èç äâîéñòâåííîãî
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Õàøèíà | Øòðèêìàíà. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó êî-
ýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû øèðèíà ïîëîñû ìåæäó íèæíåé è
âåðõíåé îöåíêàìè ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé âîç-
ðàñòàåò, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ âîçìîæíîé ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííîé ðàñ÷åòíîé
çàâèñèìîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòó ÍØ{255.2012.8 ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïîääåðæêè
âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë.
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The method of self-consistency was applied to obtaining an estimate of the effective value of
thermal conductivity of a composite with ball inclusions. This method was based on averaging of
parameters of a perturbed temperature field in elements of a composite structure. The perturbed
temperature field in inclusions and ball particles of the composite matrix was found by solving the
steady-state heat conduction problem formulated on the basis of a constructed mathematical model
of thermal interaction of these elements with a homogeneous material with an unknown coefficient
of thermal conductivity. Quantitative analysis of the derived calculated relation was carried out to
a sufficiently wide range of the defining parameters to verify reliability of the obtained estimate.
The calculation results with respect to this relation are located within the interval between the lower
and upper estimates which could be obtained from both a singular approximation of the theory of
random functions and the dual variation principle of Hashin | Shtrikman.
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