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1. Введение 

Наиболее эффективным расчетным методом прогноза микропористости 

считается прямое моделирование процесса образования пор при затвердевании на 

основе использования уравнения Дарси. Однако необходимые для этого 

математические модели еще недостаточно точны и требуют совершенствования. 

На практике применяют различные формы критериев образования пористости. 

Наиболее популярный из них - критерий Ниямы [1]. Однако необходимо отметить, что 

одним из главных недостатков имеющихся критериев, в том числе и критерия Ниямы, 

является отсутствие учета ряда существенных технологических факторов. Некоторые 

практические результаты улучшения использования критерия Ниямы с учетом 

технологических факторов приведены в статье [2]. Однако, при работе над статьей, 

авторам стала ясна ограниченность исходной концепции критерия Ниямы, основанной 

на упрощенной модели фильтрационного течения в двухфазной зоне, позволяющей 

только оценивать тенденции влияния технологических параметров на критичекое 

значения числа Ниямы. Из этого возникла идея построения нового критерия с более 

совершенной математической моделью, которая бы с исходных формулировок 

включала параметры технологических факторов и была свободна от необходимости 

«настройки» с помощью сравнения модельных расчетов и эксперимента. При 
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разработке нового критерия были использованы модели из работ [3, 7], которые были 

обобщены и адаптированы к условиям настоящего исследования. 

Как известно пористость в отливках может проявляется в различной форме, например, 

междендритной, поверхностной или осевой пористости. Рамки исследований 

настоящей работы ограничены первым видом пористости. 

 

1. Вывод критерия 

Условие образования пористости в произвольной точке *x (здесь и далее символ « * » у 

переменной означает произвольное, но фиксированное значение, например, *x  или *
lf ) 

одномерной двухфазной зоны Lx ≤≤ *0  (рис. 1) можно представить в форме 

неравенства Пивоньки - Флемингса [7]. 

( ) ( )** xPxP lcr ∆<∆                                                       (1) 

где ( )*xPcr∆  - критический перепад давления в точке двухфазной зоны, при котором 

возникают условия для образования пор; ( )*xPl∆  - перепад давления в данной точке 

расплава. 

 

 
Рис. 1. 

 
Компоненты соотношения (1) вычисляются по формулам ( ) )( ** xPPxP crLcr −=∆  и 

( ) )( ** xPPxP lLl −=∆ , где )( *xPcr  - давление в расплаве в данной точке, при котором 

создаются условия для образования пор; )( *xPl  - давление в расплаве в данной точке. 
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На основе неравенства (1) можно построить критерий образования пористости 

для произвольной точки *x двухфазной зоны: 

( )
( ) 1)( *

*
* <

∆
∆

=
xP
xPxPor

l

cr                                                  (2) 

Если неравенство (2) выполняется - то пористость есть, если не выполняется – 

пористости нет. 

Рассмотрим поведение числителя и знаменателя критерия в пределах 

двухфазной зоны. 

Числитель – критический перепад давления для образования пор 

Начиная с работы [7], полагают [2-4,7-9 и др.], что критическое давление 

( )*xPcr  в некоторой точке двухфазной зоны можно определить по формуле: 

( )*
cr gP x P Pσ= − ,                                                  (3) 

где gP  - давление газа в кавитационных пузырьках, а Pσ  - капиллярное давление, 

равное: 

0

2
r

P σ
σ = ,                                                      (4) 

здесь σ  - поверхностное натяжение, 0r  - радиус «жизнеспособного» зародыша поры. С 

учетом (4) формула (3) принимает вид: 

( )
0

* 2
r

PxP gcr
σ

−= ,                                               (5) 

а критический перепад давления: 

( )
0

* 2
r

PPxP gLcr
σ

+−=∆                                            (6) 

Давление в  газовом пузырьке металлических жидкостей зависит от скорости 

диффузии газа из жидкости в пузырек. При высокой скорости диффузии и известном 

законе состояния газа в пузырьке, газовое давление в пузырьке можно выразить через 

его радиус: ( )0rPP gg = . Однако величина 0r  для металлических жидкостей, как правило, 

неизвестна. 

В настоящей работе предлагается отказаться от использования конкретного 

значения величины 0r , а сделать ее оценку по расстоянию между вторичными ветвями 

дендритов. Для этого будем исходить из допущения, что для микропоры, возникающей 

в расплаве, в сетке вторичных ветвей дендритов должно быть некоторое свободное 

пространство, где эта микропора может возникнуть. Это свободное пространство 
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характеризуется размером 2max 5.0 λlfr = , т.е. радиусом шара, вписанного в жидкую 

часть междендритного пространства между вторичных ветвей дендритов, рис. 2. 

 

 

Рис. 2. 

Другими словами, если в двухфазной зоне возникает «жизнеспособный» 

критический зародыш микропоры, то для него справедливо условие max0 rr ≤ . С учетом 

принятого соотношения для радиуса микропоры, критический перепад давления будет 

равен: 

( )
2

* 4
λ
σ

l
gLcr f

PPxP +−=∆                                              (7) 

Следует еще раз отметить особенность формулировки критического значения ( )*xPcr∆  

по выражению (7). Если в жидкой фазе без дендритов критический радиус max0 rr > , то 

сетка дендритов создает геометрические ограничения, при которых кавитационный 

радиус не может превышать maxr . Следовательно, можно принять max0 rr =  и выражение 

(7) вполне корректно для использования в критерии образования пористости в форме 

(2). Однако, если max0 rr < , получается критерий образования пористости в точке 

двухфазной зоны с некоторым «запасом». Ясно, что этот «запас» стремится к нулю на 

фронте затвердевания, т.к. maxr  стремится здесь так же к нулю. Таким образом, 

использование выражения (7) в критерии образования газо-усадочной пористости в 

формуле (2), можно считать оправданным при любом соотношении 0r  и maxr . Эта 

особенность предлагаемого подхода является полезной в практических расчетах, 

учитывая почти полное отсутствие информации о 0r  для литейных сплавов. 

Знаменатель - перепад давления в расплаве 

Для описания фильтрационного течения расплава в одномерной двухфазной 

зоне используется уравнение фильтрации Дарси: 

dx
dPKufl µ

−=                                                   (8) 
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где u  – скорость фильтрации, lf  - доля жидкой фазы, µ  - динамическая вязкость, 

2

32
2

)1(180 l

l

f
fK
−

=
λ

 коэффициент фильтрации по Карман - Козени [5,6], 2λ  - расстояние 

между осями вторичных дендритов (рис. 2). 

Из уравнения сохранения массы для одномерной стационарной двухфазной 

области следует: 

constVxu =−= β)( *                                              (9) 

где V  - скорость фронта кристаллизации (рис. 1); lls ρρρβ /)( −=  - коэффициент 

объемной усадки, sρ  и lρ  - плотность твердой и жидкой фаз. 

Подставив (9) в (8) получим: 

dx
dPKVfl µ

β =                                              (10) 

Разделяя переменные и интегрируя (10) по x  от *x  до L , получим искомый 

перепад давления в точке *x : 

*

*( )
L

l
l

x

VfP x dx
K

µβ
∆ = ∫                                    (11) 

Перейдя к безразмерной температуре ( ) TTxT S ∆−= )(θ , где SL TTT −=∆  и 

заменяя переменную x  на lf  и предполагая, что 2,, λβµ  постоянны в пределах 

двухфазной зоны, а ( ) /L SG T T L= −  - средний градиент температуры, получим: 

*

21
*

2
2

1( ) 180
l

l
l l

l lf

T V f dP x df
G f df

µβ θϕ
λ

 ∆ −
∆ =  

 
∫                     (12) 

где  
( )
1

l
dT f
dx

G

ϕ =  - обратная величина относительного (относительно среднего) 

градиента. При линейном распределении температурного поля в двухфазной зоне 1=ϕ . 

Обозначим интеграл в правой части: 

l
lf l

l
l df

df
d

f
ffI

l

θϕ
21

*

*

1180)( ∫ 






 −
=                             (13) 

Тогда соотношение (12) можно записать в виде: 
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* *
2
2

( ) ( )l l
VP x T I f

G
µβ

λ
∆ = ∆                                         (14) 

и с учетом (14) и (7), новый критерий образования пористости (2) в любой точке 

стационарной двухфазной зоны принимает вид: 

( )
( )

* *
* 2

*
*

2
2

4

( ) 1
( )

L g
cr l

l
l

P PP x fPor x VP x T I f
G

σ
λ

µβ
λ

− +∆
= = <
∆ ∆

                         (15) 

Выполнение неравенства (15) хотя бы для одной точки стационарной 

двухфазной зоны приводит к образованию пористости. 

2. Анализ критерия 

Для удобства анализа умножим числитель и знаменатель (15) на *
lf  и 

представим (15) в эквивалентной форме: 

* * *
* 2

2 2

4 ( )L g l l l
l

VP P f T f I f
f G
σ µβ

λ λ
 

− + < ∆ 
 

                         (16) 

В общем случае доля жидкой фазы нелинейно зависит от температуры, что 

усложняет вычисление интеграла )( *
lfI . Для упрощения вычислений, как это часто 

делают, примем линейное приближение температуры от доли жидкой фазы и линейное 

распределение температуры в двухфазной зоне. Тогда в пределах двухфазной зоны 

имеем: 











=
=

=
−+=

1/
)(

1
)()(

l

ll

lSLsl

dfd
ff

fTTTfT

θ
θ
ϕ

                                         (17) 

Теперь интеграл (13) с учетом (17) можно вычислить аналитически: 












+

−
=







 −
= ∫ *

*

2*21
* ln211801180)(

*
l

l

l
l

f l

l
l f

f
fdf

f
ffI

l

                             (18) 

а перепад давления (14) с учетом (18) будет равен: 

*2
* *

2 *
2

1( ) 180 2lnl
l l

l

V fP x T f
G f

µβ
λ

 −
∆ = ∆ + 

 
                            (19) 

Учитывая давление на ликвидусе ghPP aL ρ+= , получим эквивалентную 

форму неравенства (16), пригодную для анализа: 
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( )
2

* *2 * *2

2

1 4 1 2 ln
180 a g l l l l

G P gh P f f f f
T V
λ σρ

µβ λ
 

+ − + < − + ∆  
     (20) 

Правая часть неравенства (20) изменяется от 1 до 0 и представляет собой 

монотонно убывающую выпуклую вниз функцию (кривая 1 на рис. 3 и 4). Левая часть 

представляет собой график прямой. 

Если график функции в правой части фиксирован и зависит только от доли 

жидкой фазы, то график прямой в левой части может иметь разный наклон и разную 

высоту по оси ординат в зависимости от значения технологических параметров и 

физических свойств сплава. Таким образом, взаимное расположение графика левой и 

правой частей неравенства (20) отражает в графической форме влияние 

технологических и физичеких параметров на образование микропористости. 

Рассмотрим варианты поведения прямой. 

Прежде всего, в зависимости от знака выражения a gP gh Pρ+ − , угловой 

коэффициент прямой будет положительным (рис. 3) или отрицательным (рис. 4). 

В случае малого газового давления (малой газонасыщенности сплава), при 

0≥−+ ga PghP ρ  (рис. 3), графики левой и правой частей (20) могут или не 

пересекаться вообще (прямые 3 и 4), что означает отсутствие условий для образования 

пористости во всей двухфазной зоне, или могут пересекаться в одной точке (прямая 2). 

В последнем случае будет образовываться пористость. 

 

 
Рис. 3. 

 

http://technomag.bmstu.ru/doc/585558.html


10.7463/0813.0585558  462 

Для того чтобы пористость не возникла, график прямой должен иметь 

пересечение с осью ординат в точке, значение которой определяется неравенством 

2 1
45

G
T V

λ σ
µβ

≥
∆

 (кривые 3 и 4 на рис. 3.). Данное решение получено из левой части 

(20) при * 0lf = . 

Если расплав сильно газонасыщен ( 0<−+ ga PghP ρ ), то прямая левой части 

(20) будет иметь отрицательный наклон (рис. 4, кривые 2, 3, 4). 

 

 

Рис. 4. 

Также как и на рис. 3, графики левой и правой частей (20) могут или не 

пересекаться вообще (прямые 3 и 4), что означает отсутствие условий для образования 

пористости во всей двухфазной зоне, или могут пересекаться в одной точке (прямая 2). 

Для отсутствия пористости достаточно, чтобы график прямой был выше 

кривой 1 в точках 0=lf  и 1=lf  (из-за выпуклости вниз кривой 1). Для точки 0lf =  

искомое значение уже найдено: 2 1
45

G
T V

λ σ
µβ

≥
∆

. Для точки 1lf =  из левой части (20) 

нетрудно получить условие 
2

4
a gP gh Pσρ

λ
+ + > . 

Следовательно, новый критерий образования микропористости при линейных 

допущениях (17) может быть сформулирован так: микропористость будет 

образовываться в двухфазной зоне, если выполняется хотя бы одно из условий: 
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2 1
45

G
T V

λ σ
µβ

<
∆

 или 1

4
2 <

++

g

a

P

ghP
λ
σρ

. 

В более компактной формулировке новый критерий образования 

микропористости имеет следующий вид: 

2 2

4

min , 1
45

a

g

P gh
GPor

T V P

σρ
λ σ λ
µβ

 + + 
 = <

∆ 
 
 

 (21) 

Подчеркнем, что полученный критерий не содержит фиксированного значения 

кавитационного радиуса пузырька. Вместо этого используется геометрическое условие, 

ограничивающее размеры возможного пузырька в жидкой фазе, содержащейся в 

пространстве между вторичными осями дендритов. 

3. Обсуждение 

В случае малой газонасыщенности расплава ghPP ag ρ+<  значение критерия 

на фронте затвердевания однозначно определяет условия образования пористости во 

всей двухфазной зоне. Если 1)0( >Por , то пористости не будет во всей двухфазной 

зоне. 

При высокой газонасыщенности сплава ghPP ag ρ+≥  для отсутствия в 

двухфазной зоне микропористости уже необходимо выполнение двух условий при 

нулевом и единичном значении доли жидкой фазы: (0) 1Por >  и (1) 1Por > . 

Заметим, что второе условие - условие отсутствия микропористости на 

ликвидусе, т.е. при 1* =lf , когда твердой фазы еще нет, требует пояснений. 

Известно, что перемещение жидкой фазы в двухфазной зоне по 

фильтрационной модели начинается со значения доли жидкой фазы, меньше 

некоторого критического значения 1<
krlf , например, для алюминиевых сплавов во 

многих экспериментах установлено значение 35.0=
krlf  [10]. Таким образом, условие 

при единичном значении доли жидкой фазы правильнее переписать в виде 1)( >
krlfPor .  

С математической точки зрения условие 1)1( >Por  является более жестким 

ограничением для отсутствия пористости, т.е. если это условие выполняется, то тем 

более будет выполняться условие 1)( >
krlfPor . Условие 1)1( >Por  может быть полезно 

http://technomag.bmstu.ru/doc/585558.html


10.7463/0813.0585558  464 

для оценки образования пористости в отливках из сплавов, где величина 
krlf  еще 

неизвестна. 

Отметим еще одну особенность. В частном случае при постоянной скорости 

фронта затвердевания constV =  и выполнении условий (17) время t  нахождения точки 

отливки в двухфазной зоне будет VLt /= . Соответственно скорость охлаждения 

GV
t

GL
t
TTR SL ==
−

= . Если в (21) выразить /V R G= , то в новом критерии (21) 

появится хорошо известный критерий (лучше сказать число) Ниямы Ni G R= : 

1

4

,
45

min 222 <

















 ++

∆
=

g

a

l P

ghP
Ni

T
Por λ

σρ

µβ
σλ        (22) 

Последнее выражение позволяет провести анализ области применимости 

критерия Ниямы в приближение constV = . 

Итак, в случае малой газонасыщенности расплава, т.е. при 0≥−+ ga PghP ρ , 

для отсутствия пористости достаточно выполнения только одного условия: 

22 1
45

Ni
T

λ σ
µβ

≥
∆

, которое можно переписать в виде: 

σλ
µβ

2

45 TNiNi kr
∆

=≥                                                  (23) 

При этом атмосферное давление, металлостатическое давление и давление газа 

в этом условии отсутствуют, и образование пористости будет зависеть только от одной 

переменной - числа Ниямы (приближенно считаем const=2,,. λσβµ ). В теории 

подобия это интерпретируется как выпадение факторов влияния (атмосферного 

давления, давления газа и металлостатического давления). 

Кроме того, из полученного условия можно определить критическое значение 

числа Ниямы, выше которого пористость в отливках образовываться не будет. 

При высокой газонасыщенности сплава, т.е. при 0<−+ ga PghP ρ , значение 

числа Ниямы выше критического, по новому критерию уже не будет соответствовать 

условию отсутствия порообразования. Микропористость будет образовываться, если 

1

4
2 <

++

g

a

P

ghP
λ
σρ

 вне зависимости от числа Ниямы, т.к. прямая левой части 
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неравенства (20) будет пересекать кривую 1 (см. рис. 4, прямая 2). Влияние числа 

Ниямы на образование пористости сохраняется при высокой газонасыщенности, только 

для ситуации, при которой  1

4
2 ≥

++

g

a

P

ghP
λ
σρ

.  

4. Основные выводы 

1. Получен новый критерий образования микропористости в отливках. 

Критерий имеет безразмерную форму и учитывает не только термические 

условия процесса затвердевания, но и значимые технологические 

параметры, такие как атмосферное и металлостатическое давление и 

газонасыщенность сплава.  

2. Показано, что для условия образования микропористости вместо 

значения радиуса критического зародыша поры можно использовать его 

оценку, определяемую через расстояние между вторичными осями 

дендритов и доли жидкой фазы. Это позволяет отказаться от технически 

сложного экспериментального определения радиуса критического 

зародыша микропоры в металлических сплавах.  

3. Предложена оригинальная схема анализа условия образования 

пористости на основе графической интерпретации модельных 

неравенств, позволяющая наглядно представить влияние термических и 

технологических параметров.  

4. Полученный критерий не содержит трудно измеряемых физических 

параметров и не требует «экспериментальной» настройки, что полезно 

для практического использования в системах моделирования литейных 

процессов при оценке условий образования микропористости в отливках. 

Послесловие к статье. В настоящей статье авторы изложили только краткое описание 

идей приводящих к новой формы критерия образования пористости. Использование 

довольно сильных предположений о распределении температурного поля и доли 

жидкой фазы в двухфазной зоне G=const, (19) может быть снято без изменения 

основных результатов работы. Более широкое представление о возможностях нового 

критерия, математические обстоятельства и некоторые идеи его дальнейшего развития 

для эвтектических сплавов вы найдете на сайте авторов http://newcompcast.ru/. Там же 

вы можете оставить все ваши замечания и пожелания. 
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