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Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññà ïå-
ðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â êîìïîçèòå c øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíîãî òâåðäîãî
òåëà, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ òàêîé êîìïîçèò [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. Ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé êî-
ëè÷åñòâåííûé àíàëèç ýòèõ îöåíîê ïðèìåíèòåëüíî ê êîìïîçèòó, ñîñòîÿùåìó èç èçîòðîïíûõ
ïî îòíîøåíèþ ê ñâîéñòâó òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû è øàðîâûõ âêëþ÷åíèé ñ êîýôôèöè-
åíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè λm è λ0 ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ýëåêòðîòåïëîâîé àíàëîãèè [9] òà-
êèå îöåíêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíûõ çíà÷åíèé ýëåêòðîïðîâîäíî-
ñòè, äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè êîìïîçèòà ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû.
Èìåííî ðàñ÷åòó ýëåêòðîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè áûëà
ïîñâÿùåíà ïåðâàÿ èçâåñòíàÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàáîòà, îïóáëèêîâàííàÿ Ê.Ìàêñâåëëîì [10]
åùå â 1873 ãîäó.

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

Âûäåëèì â êîìïîçèòå íåêîòîðûé îáúåì V ∗, îñðåäíåíèå â ïðåäåëàõ êîòîðîãî ñâîéñòâ
ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé äàåò ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðèñòèêàõ êîìïîçèòà â öåëîì. Òàêîé
îáúåì ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðåäñòàâèòåëüíûì. Òî÷êà M ∈ V ∗ ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà êàê
â ìàòðèöå, çàíèìàþùåé îáúåì V ∗

m ⊂ V ∗,òàê è â îäíîì èç âêëþ÷åíèé, çàíèìàþùèõ îáúåì
V ∗

0 = V ∗ \ V ∗
m. Îòíîøåíèå V ∗

0 /V ∗ îïðåäåëÿåò îáúåìíóþ êîíöåíòðàöèþ CV âêëþ÷åíèé.
Ñâÿçü ìåæäó âåêòîðàìè g(M) è q(M) ñîîòâåòñòâåííî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ

è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà óñòàíàâëèâàþò âûòåêàþùèå èç ãèïîòåçû Áèî | Ôóðüå [3]
ñîîòíîøåíèÿ

q(M) = −Λ(M)g(M), g(M) = −q(M)/Λ(M),
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ãäå Λ(M) = λ0, åñëè M ∈ V ∗
0 , è Λ(M) = λm, åñëè M ∈ V ∗

m. Ïîñëå îñðåäíåíèÿ ýòèõ
ñîîòíîøåíèé ïî îáúåìó V ∗ çàïèøåì

〈q〉 =
1

V ∗

∫
V ∗

q(M) dV (M) = − 1

V ∗

∫
V ∗

Λ(M)g(M) dV (M) = 〈Λg〉;

〈g〉 =
1

V ∗

∫
V ∗

g(M) dV (M) = − 1

V ∗

∫
V ∗

q(M)

Λ(M)
dV (M) = 〈q/Λ〉.

(1)

Ââåäåì ëîêàëüíûå îòêëîíåíèÿ (ôëóêòóàöèè) îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé

q′(M) = q(M)− 〈q〉 и g′(M) = g(M)− 〈g〉, M ∈ V ∗.

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðèìåì, ÷òî q′(M) = Q(M)〈q〉 è g′(M) = G(M)〈g〉,M ∈ V ∗, ãäå
Q(M) èG(M)|òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà, çàâèñÿùèå îò ïîëîæåíèÿ òî÷êèM ∈ V ∗. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ñðåäíèå ïî îáúåìó V ∗ ôëóêòóàöèè ðàâíû íóëþ, ðàâåíñòâà (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈q〉 = (〈Λ〉+ 〈ΛG〉)〈g〉 = λ◦1〈g〉, 〈g〉 = (〈1/Λ〉+ 〈Q/Λ〉)〈q〉 = 〈q〉/λ◦2, (2)

ãäå λ◦1 = (〈Λ〉 + 〈ΛG〉) è λ◦2 = 1/(〈1/Λ〉 + 〈G/Λ〉) | îöåíêè çíà÷åíèÿ λ∗ ýôôåêòèâíîãî
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, ñâÿçûâàþùåãî îñðåäíåííûå ïî åãî ïðåäñòàâè-
òåëüíîìó îáúåìó V ∗ âåêòîðû 〈q〉 è 〈g〉 ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà è ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû
ñîîòâåòñòâåííî.
Èç ðàâåíñòâ (2) ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûå îöåíêè çíà÷åíèÿ λ∗ â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïà-

äàþò ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè 〈Λ〉 è 1/〈1/Λ〉. Åñëè ïðåäïîëîæèòü îòñóòñòâèå ôëóêòóàöèé
ëèáî âåêòîðà ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, ëèáî âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà, òî äëÿ òà-
êèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ λ êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â âèäå

λ1 = 〈Λ〉 = λ0CV + λm(1− CV ), λ2 =
1

〈1/Λ〉
=

1

CV /λ0 + (1− C)/λm

. (3)

2. Äâóñòîðîííèå îöåíêè

Îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè (3) îöåíêè îãðàíè÷èâàþò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñâåðõó è ñíèçó, ò.å. ÿâëÿþòñÿ äâóñòîðîííèìè
îöåíêàìè çíà÷åíèÿ λ∗. Ñíà÷àëà, èñïîëüçîâàâ ýòè ðàâåíñòâà, óñòàíîâèì, ÷òî λ1 > λ2, èëè

C2
V + (1− CV )2 + CV (1− CV )

(
λ0

λm

+
λm

λ0

)
> 1.

Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê λ0/λm + λm/λ0 > 2.
Îöåíêè λ1 è λ2 ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé

ôîðìóëèðîâêîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå [11,
12], âêëþ÷àþùåé ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë

J [g] =
1

2

∫
V ∗

Λ(M)
(
g(M)

)2
dV (M) (4)
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è ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë

I[q] = −1

2

∫
V ∗

(
q(M)

)2

Λ(M)
dV (M)−

∫
ST

fT (P )q(P ) · n(P ) dS(P ), (5)

ãäå n(P )| åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êàõ P ∈ ST ó÷àñòêîâ ST ⊂ S ïîâåðõ-
íîñòè S, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì V ∗ íåîäíîðîäíîãî òåëà, íà êîòîðûõ çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû fT (P ). Ôóíêöèîíàë (4) äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà òàêèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ
T (M) (M ∈ V ∗) òåìïåðàòóðû â ýòîì òåëå, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò êóñî÷íî íåïðåðûâíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ãðàäèåíòà g(M) = −Λ(M)∇T (M) (∇| äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-
òîð Ãàìèëüòîíà) è êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ T (P ) = fT (P ),
P ∈ ST . Ïðè ýòîì ó÷àñòêè S \ ST ïîâåðõíîñòè òåëà äîëæíû áûòü èäåàëüíî òåïëîèçîëè-
ðîâàíû. Äëÿ ôóíêöèîíàëà (5) äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà
q(M), M ∈ V , óäîâëåòâîðÿþùèå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ∇ · q = 0 â V ∗ è q · n = 0 íà
S \ ST [11].
Èç ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëîâ (4) è (5) ñëåäóåò öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

J [g] > J [g∗] > I[q], (6)

ãäå g∗(M),M ∈ V , | èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîä-
íîì òåëå. Íà ýòîì ðàñïðåäåëåíèè ôóíêöèîíàë (4) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ,
ðàâíîãî [12]

J [g∗] = −1

2

∫
ST

fT (P )Λ(P )g(P ) · n(P ) dS(P ). (7)

Ïóñòü ÷àñòü ST ïîâåðõíîñòè S íåîäíîðîäíîãî òåëà îáúåìîì V ∗ ñîñòîèò èç äâóõ íå ãðàíè-
÷àùèõ ìåæäó ñîáîé èçîòåðìè÷åñêèõ ó÷àñòêîâ S ′

T è S ′′
T ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóð

T ′ è T ′′ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ó÷àñòêè îòäåëåíû äðóã îò äðóãà èäåàëüíî òåïëîèçîëèðîâàí-
íûìè ó÷àñòêàìè ïîâåðõíîñòè S (ðèñ. 1). Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷èì

2J [g∗] = T ′Q′ + T ′′Q′′, (8)

ãäå Q′ è Q′′ | ñóììàðíûå òåïëîâûå ïîòîêè, ïîñòóïàþùèå â îáëàñòü V ÷åðåç ó÷àñòêè S ′
T è

S ′′
T åå ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì

Q′ = −
∫
S′

T

Λ(P ′)g∗(P ′) · n(P ′) dS(P ′), Q′′ = −
∫
S′′

T

Λ(P ′′)g∗(P ′′) · n(P ′′) dS(P ′′).

Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ ïðîöåññå òåïëîïðîâîä-
íîñòè â íåîäíîðîäíîì òåëå, çàíèìàþùåì îáëàñòü V , èìååìQ′+Q′′ = 0. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ
ðàâåíñòâî (8), ïîëó÷àåì Q′ = −Q′′ = 2J [T ∗]/(T ′ − T ′′). Îòñþäà íàõîäèì òåðìè÷åñêîå
ñîïðîòèâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà

Rт =
T ′ − T ′′

Q′ =
(T ′ − T ′′)2

2J [g∗]
(9)

ìåæäó èçîòåðìè÷åñêèìè ó÷àñòêàìè S ′
T è S ′′

T ïîâåðõíîñòè S. Öåïî÷êà íåðàâåíñòâ (6) è ðàâåí-
ñòâî (9) ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè çíà÷åíèÿ òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
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Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà íåîäíîðîäíîãî òâåðäîãî òåëà

òåëà â âèäå
(T ′ − T ′′)2

2J1[g]
6 Rт 6

(T ′ − T ′′)2

2I1[q]
, (10)

ãäå J1[g] è I1[q] | çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ (4) è (5) íà êàêèõ-ëèáî äîïóñòèìûõ ðàñïðå-
äåëåíèÿõ âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî
ïîòîêà.
Åñëè îáëàñòü V ∗, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðåäñòàâèòåëüíîìó îáúåìó êîìïîçèòà, âûáðàòü â

äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ôîðìå, òî ïîñëå çàìåíû â ýòîì îáúåìå ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà
îäíîðîäíûì ìàòåðèàëîì ñ èñêîìûì çíà÷åíèåì λ∗ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-
âîäíîñòè ìîæíî îäíîçíà÷íî âûðàçèòü ÷åðåç λ∗ âåëè÷èíóRт â ñîîòíîøåíèè (10) è òåì ñàìûì
ïîëó÷èòü äâóñòîðîííèå îöåíêè çíà÷åíèÿ λ∗. Âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì êîìïîçèòà
ñ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèåé CV âêëþ÷åíèé â âèäå ïðÿìîãî öèëèíäðà âûñîòîé H ñ èäåàëüíî
òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ è ïëîùàäüþ S0 êàæäîãî èç îñíîâàíèé, ò.å. â
äàííîì ñëó÷àå V ∗ = HS0. Ïðèìåì òåìïåðàòóðó îäíîãî èç îñíîâàíèé çà íóëü îòñ÷åòà, à
òåìïåðàòóðó äðóãîãî ïîëîæèì ðàâíîé T0.
Äëÿ ôóíêöèîíàëà (4) ïðîñòåéøèì äîïóñòèìûì ðàñïðåäåëåíèåì âåêòîðà g â òàêîì îáú-

åìå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå g = T0/H åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé ýòîãî âåêòîðà,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñíîâàíèÿì öèëèíäðà. Òîãäà èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò

J1[g] = (T 2
0 /2)(S0/H)(λ0CV + λm(1− CV )). (11)

Äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà (5) â êà÷åñòâå äîïóñòèìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà q

ìîæíî ïðèíÿòü çíà÷åíèå q åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé ýòîãî âåêòîðà, òàêæå ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé îñíîâàíèÿì öèëèíäðà. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (5) ïðèìåò âèä

I1[q] = −q2

2
HS0

(
CV

λ0

+
1− CV

λm

)
− qT0S0. (12)

Çíà÷åíèå q íàéäåì èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ dI1(q)/dq = 0ìàêñèìóìàôóíêöèîíàëà, ÷òî äàåò
q = −(T0/H)/(CV /λ0 + (1 − CV )/λm). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó (12)
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ïîëó÷èì

I1[q] =
(T 2

0 /2)(S0/H)

CV /λ0 + (1− CV )/λm

. (13)

Ïðè çàìåíå êîìïîçèòà â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå îäíîðîäíûì ìàòåðèàëîì ñ êîýôôè-
öèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ∗ äëÿ òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ öèëèíäðà íàõîäèì Rт =

= H/(λ∗S0) è ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (10) è ôîðìóë (3), (11) è (13) ïîëó÷àåì äâóñòîðîííèå
îöåíêè

λ1 = λ0CV + λm(1− CV ) > λ∗ >
1

CV /λ0 + (1− CV )/λm

= λ2. (14)

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëàì (3) ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé λ̃1 = λ1/λm

(øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè) è λ̃2 = λ2/λm (øòðèõîâûå ëèíèè) îòCV ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
λ̄ = λ0/λm. Ïðè ìàëîì îòëè÷èè çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäèíèöû ðàçíîñòü∆λ̃ = λ̃1− λ̃2 ñðàâíèòåëüíî
ìàëà âî âñåì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ CV . Ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäèíèöû
íåñìîòðÿ íà ñîâïàäåíèå îöåíîê ïðè CV = 0 è CV = 1 ýòà ðàçíîñòü äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
çíà÷åíèé CV ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíîé. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè λ̄ ìàêñèìàëüíîìó
çíà÷åíèþ (∆λ̃)max = (1−

√
λ̄)2 ñîîòâåòñòâóåò îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé

(CV )max =
1

1 + 1/
√

λ̄
.

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíûõ äâóñòîðîííèõ îöåíîê ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄

Åñëè â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê èñêîìîìó çíà÷åíèþ λ̃∗ = λ∗/λm ïðèíÿòü

λ̃∗ =
λ̃1 + λ̃2

2
, (15)

òî âîçìîæíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè (CV )max íå ïðåâûñèò çíà÷åíèÿ η(λ̄) =
∆λ̃max

2λ̃∗
,

ïðè÷åì η∗(λ̄) = η∗(1/λ̄). Íà ðèñ. 3 â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ øòðèõîâîé ëèíèåé
èçîáðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè η(λ̄) ïðè λ̄ > 1.
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Ðèñ. 3. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé η(λ̄) è η∗(λ̄)

Äâóñòîðîííèå îöåíêè ìîæíî ñáëèçèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Õà-
øèíà |Øòðèêìàíà [9]: ïðè λ̄ < 1

λ∗1 = λ1 −
CV (1− CV )(λm − λ0)

2

λ0(1− CV ) + λm(2 + CV )
> λ∗ > λ1 −

CV (1− CV )(λm − λ0)
2

λ0(3− CV ) + λmCV

= λ∗2, (16)

à ïðè λ̄ > 1

λ∗1 = λ1 −
CV (1− CV )(λ−λm)2

λ0(3− CV ) + λmCV

> λ∗ > λ1 −
CV (1− CV )(λm − λ0)

2

λ0(1− CV ) + λm(2 + CV )
= λ∗2. (17)

Ýòè îöåíêè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ îáîáùåííîãî ñèíãóëÿðíîãî
ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõôóíêöèé [6] è ó÷èòûâàþùèìè âôîðìóëàõ (2) âëèÿíèå ôëóê-
òóàöèé â ðàñïðåäåëåíèÿõ âåêòîðîâ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî,
ò.å. λ◦ν = λ∗ν , ν = 1, 2. Íà ðèñ. 2 ïî ôîðìóëàì (15) è (16) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (3) ïîñòðîåíû
ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé λ̃∗1 = λ∗1/λm (ñïëîøíûå êðèâûå) è λ̃∗2 = λ∗2/λm (ïóíêòèðíûå ëèíèè)
îò CV ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄.
Ðàçíîñòü ∆λ̃∗ = λ̃∗1 − λ̃∗2 ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ CV òàêæå âîçðàñòàåò ïî ìåðå

îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäèíèöû. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè λ̄ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
(∆λ̃∗)max ýòà ðàçíîñòü äîñòèãàåò ïðè îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè

(C∗
V )max =

2λ̄ + λ̄2 −
√

λ̄(2 + λ̄)(1 + 2λ̄)

λ̄2 − 1
.

Äëÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ λ̃∗∗ = (λ̃∗1+ λ̃∗2)/2 âîçìîæíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü ïðè (C∗

V )max íå ïðåâûñèò çíà÷åíèÿ η∗(λ̄) = (∆λ̃∗)max/(2λ̃
∗
∗), ïðè÷åì η∗(λ̄) = η∗(1/λ̄).

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè η∗(λ̄) ïðè λ̄ > 1 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3 â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ ïóíêòèðíîé ëèíèåé.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (15) çíà÷åíèÿ λ̃∗ âûõîäÿò çà ïðåäåëû

äâóñòîðîííèõ îöåíîê λ̃∗1 è λ̃∗2 ïðè λ̄ < 1 ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ CV ê íóëþ, à ïðè λ̄ > 1 ïî
ìåðå ïðèáëèæåíèÿ CV ê åäèíèöå.
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3. Ìîäåëè òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû

Ïðåäñòàâëåííûå âûøå äâóñòîðîííèå îöåíêè îïðåäåëÿþò ãðàíèöû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
λ∗ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà áåç ó÷åòà îñîáåííîñòåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ìàòðèöå â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê âêëþ÷åíèþ. Ó÷åò âëè-
ÿíèÿ òàêèõ îñîáåííîñòåé âîçìîæåí â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîâîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû êàê â ïðåäïîëîæåíèè èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà ìåæäó
íèìè [8], òàê è ïðè íàëè÷èè òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè [13].
Ïðè õèìè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè ìàòåðèàëîâ âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû ìåæäó íèìè âîçìîæíî
îáðàçîâàíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, îòëè÷èþùèìñÿ îò
êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè êàê âêëþ÷åíèÿ, òàê è ìàòðèöû. Â ðàáîòàõ [14, 15] ïîñòðî-
åíûìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå íàëè÷èå ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ ñ ïîñòîÿííûìèëè
íåïðåðûâíî èçìåíÿþùèìñÿ ïî åãî òîëùèíå êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â êîìïîçèòå ïîñòðîèì â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî øàðîâûå âêëþ÷åíèÿ íå êîíòàêòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ò.å. îòäåëåíû äðóã îò äðóãà
ñëîåì ìàòåðèàëà ìàòðèöû. Äëÿ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè è ìàòðèöåé ïðè
èäåàëüíîì òåïëîâîì êîíòàêòå ïðèìåì â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû
êîìïîçèòà ñîñòàâíóþ øàðîâóþ ÷àñòèöó, ñîñòîÿùóþ èç øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ ñ êîýôôèöèåí-
òîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ0 è ðàäèóñîì R0 è îêðóæàþùåãî åãî øàðîâîãî ñëîÿ èç ìàòåðèàëà
ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λm è íàðóæíûì ðàäèóñîì Rm [8]. Ýòà ÷à-
ñòèöà â òåïëîâîì îòíîøåíèè âçàèìîäåéñòâóåò ñ íåîãðàíè÷åííûì ìàññèâîì îäíîðîäíîãî
ìàòåðèàëà, êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè λ êîòîðîãî ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ êàê ýôôåê-
òèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîìïîçèòà. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü êîìïîçèòà ñîäåðæèò òðè ôàçû:
âêëþ÷åíèå, ñëîé ìàòðèöû è íåîãðàíè÷åííûé ìàññèâ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà.
Öåíòð âêëþ÷åíèÿ ïîìåñòèì â íà÷àëå ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèìåì, ÷òî íà

áîëüøîì ðàññòîÿíèè r îò íà÷àëà êîîðäèíàò çàäàí âåêòîð ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â
îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå, èìåþùèé ìîäóëü g è íàïðàâëåííûé ïî îñè ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, îò êîòîðîé ïðîèñõîäèò îòñ÷åò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϑ, ò.å. ïðè r → ∞ ðàñïðåäå-
ëåíèå òåìïåðàòóðû â ýòîì ìàòåðèàëå îïèñûâàåò ôóíêöèÿ T∞(r, ϑ) = gr cos ϑ. Ýòà ôóíêöèÿ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, êîòîðîå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂T

∂r

)
+

1

r2 sin ϑ

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂T

∂ϑ

)
+

1

r2 sin2 ϑ

∂2T

∂ϕ2
= 0.

Â äàííîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ êîëëèíåàðíîñòè çàäàííîãî âåêòîðà ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ îñè îòñ÷åòà óãëîâîé êîîðäèíàòû ϑ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî ýòîé îñè è íå çàâèñèò îò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕ, ò.å. ∂2T/∂ϕ2 ≡ 0.
Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîñòàâíîé øàðîâîé ÷àñòèöå òåìïåðàòóðíîå ïîëå â îäíîðîäíîì

ìàòåðèàëå ïðåòåðïåâàåò âîçìóùåíèå, îïèñûâàåìîå òàêæå óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ Ëà-
ïëàñà äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì [3] ∆T (r, ϑ) = (B/r2) cos ϑ, ãäå B | ïîäëåæàùèé îïðå-
äåëåíèþ ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò. Òàêèì îáðàçîì, òåìïåðàòóðíîå ïîëå â îäíîðîäíîì ìà-
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òåðèàëå, óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííîìó óñëîâèþ ïðè r →∞ è óðàâíåíèþËàïëàñà, îïèñûâàåò
ôóíêöèÿ

T (r, ϑ) = T∞(r, ϑ) + ∆T (r, ϑ) = (gr + B/r2) cos ϑ. (18)

Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â øàðîâîì âêëþ÷åíèè

T0(r, ϑ) = (A0r + B0/r
2) cos ϑ (19)

è â ñëîå ìàòåðèàëà ìàòðèöû

Tm(r, ϑ) = (Amr + Bm/r2) cos ϑ, (20)

ïðè÷åì B0 = 0 â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè òåìïåðàòóðû âêëþ÷åíèÿ ïðè r = 0.
Òàêèì îáðàçîì, â ðàâåíñòâà (18){(20) âõîäÿò 4 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòà B, A0, Am

è Bm, êîòîðûå íåîáõîäèìî íàéòè èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ
ðàäèóñàìè R0 è Rm. Ïðè r = R0 èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è
ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ñëåäóåò

T0(R0, ϑ) = Tm(R0, ϑ) и λ0
∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=R0

= λm
∂Tm

∂r

∣∣∣∣
r=R0

. (21)

Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâ (19) è (20) ïðè B0 = 0 íàõîäèì

A0 = Am + Bm/R3
0 и λ̄A0 = (Am − 2Bm/R3

0), (22)

ãäå λ̄ = λ0/λm. Èç àíàëîãè÷íûõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è
ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà íà ñôåðè÷åñêîé àîâåðõíîñòè
ðàäèóñîì Rm ñ ó÷åòîì ôîðìóë (18) è (20) ïîëó÷èì

Am +
Bm

R3
m

= g +
B

R3
m

и Am − 2
Bm

R3
m

= λ̃
(
g − 2B

R3
m

)
, (23)

ãäå λ̃ = λ/λm.
Ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíûõ èç ðàâåíñòâ (22) è (23) íàõîäèì

B

R3
m

= 3gλ̃
2 + λ̄ + (1− λ̄)(R0/Rm)3

(2λ̃ + 1)(2 + λ̄) + (λ̃− 1)(1− λ̄)(R0/Rm)3
− g. (24)

Çàìåíà ñîñòàâíîé øàðîâîé ÷àñòèöû ðàâíîâåëèêèì øàðîì ðàäèóñîì Rm ñ èñêîìûì êî-
ýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ ïðèâåäåò ê èñ÷åçíîâåíèþ âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ â îêðóæàþùåì åå îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå. Òîãäà â ðàâåíñòâå (18) ñëåäóåò ïîëîæèòü
∆T (r, ϑ) = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ B = 0, êîòîðîå ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (23) è ðàâåíñòâà
(R0/Rm)3 = CV ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

λ̃ =
2 + λ̄− 2(1− λ̄)CV

2 + λ̄ + (1− λ̄)CV

, (25)

Ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Ìàêñâåëëà, ïðèâåäåííîé â [3] è ïîëó÷åííîé
íà îñíîâå áîëåå ïðîñòîé äâóõôàçíîé ìîäåëè, ñîñòîÿùåé èç âêëþ÷åíèÿ â âèäå ñïëîøíîãî
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øàðà è îêðóæàþùåãî åãî ìàòåðèàëà ìàòðèöû. Ê âèäó (25) ìîæíî ïðèâåñòè ôîðìóëó, ïðåä-
ñòàâëåííóþ â [1], è çàâèñèìîñòü, ïîëó÷åííóþ â [16] äëÿ ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîé
ïðîíèöàåìîñòè è ïðèâåäåííóþ â [7], íî áåç óïîìèíàíèÿ î ôîðìóëå Ìàêñâåëëà. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòà ïîôîðìóëå (25) ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè λ̃∗1 ïðè λ̄ 6 1 è ñî çíà÷åíèÿìè λ̃∗2 ïðè λ̄ > 1,
òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî äëÿ λ̃∗1, âûòåêàþùåå èç ñîîòíîøåíèÿ (16), è ðàâåíñòâî äëÿ
λ̃∗2, ñëåäóþùåå èç ñîîòíîøåíèÿ (17), ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó (25).
Â [2, 17, 18] ñî ññûëêîé íà ðàáîòó [19] ïðèâåäåíà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, êîòîðóþ

â èñïîëüçîâàííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

1− CV =
( 1

λ̃•

)1/3 λ̃• − λ̄

1− λ̄
, (26)

ãäå λ̃• = λ•/λm, λ• | ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, îöåíèâà-
åìûé ýòîé çàâèñèìîñòüþ. Ðàâåíñòâî (26) óäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ê íåïîëíîìó êóáè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû (λ̃•)1/3, èìåþùåå ïðè CV ∈ [0; ] åäèíñòâåííûé äåéñòâè-
òåëüíûé êîðåíü, êîòîðûé ïðè λ̄ > 0 è λ̄ 6= 1 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
Øàðîâóþ ôîðìó âêëþ÷åíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ñòàòèñòè÷åñêè óñðåä-

íåííóþ ïî îòíîøåíèþ ê âêëþ÷åíèÿì ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, íî èìåþùèì áëèçêèå ðàçìåðû
âî âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèÿõ. Â [5] ïîñòðîåíûäâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôè-
öèåíòà λ� òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ êóáè÷åñêèìè âêëþ÷åíèÿìè íà îñíîâå ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé èñïîëüçîâàí ïðèåì äåëåíèÿ êóáè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà
êîìïîçèòà íà ôðàãìåíòû àäèàáàòè÷åñêèìè è èçîòåðìè÷åñêèìè ïëîñêîñòÿìè. Ïîëó÷åííûå
ïðè ýòîì îöåíêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ̃�
1 =

1− (1− λ̄)C
2/3
V

1− (1− λ̄)C
2/3
V (1− C1/3)

>
λ�

λm

>
λ̄ + (1− λ̄)(1− C

2/3
V )C

1/3
V

λ̄ + (1− λ̄)C
1/3
V

= λ̃�
2 . (27)

Èñïîëüçóåì åùå îäèí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òå-
ïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, èìåÿ â âèäó óñòàíîâëåííóþ âûøå ëèíåéíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
òåìïåðàòóðû â øàðîâîì âêëþ÷åíèè ñ ìîäóëåì A0 ãðàäèåíòà. Åñëè ïîìåñòèòü òàêîå âêëþ÷å-
íèå ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ0 è ðàäèóñîì R0 â íà÷àëî ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò è îêðóæèòü íåîãðàíè÷åííûì ìàññèâîì îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ñ èñêîìûì êî-
ýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ, òî ïðè çàäàííîì íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè r ìîäóëå g

ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ýòîì ìàòåðèàëå âìåñòî ðàâåíñòâ (18) è (19) ìîæíî çàïè-
ñàòü

T ∗(r, ϑ) = (gr + B∗/r2) cos ϑ и T ∗
0 (r, ϑ) = A∗

0r cos ϑ.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ðàâåíñòâ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âèäà (21) ïîëó÷èì

A∗
0 = g + B∗

m/R3
0 и λ0A

∗
0 = λ(g − 2B∗/R3

0).

Îòñþäà íàõîäèì ìîäóëü A∗
0 =

3g

2 + λ0/λ
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â øàðîâîì âêëþ÷å-

íèè.
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Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó êîìïîçèòà â âèäå ñîâîêóïíîñòè øàðîâûõ ÷àñòèö ðàçëè÷íîãî ðà-
äèóñà, ÷òî ïîçâîëèò çàïîëíèòü ëþáîé îáúåì áåç ïóñòîò. Òîãäà â îòäåëüíî âçÿòîé ÷àñòèöå
ìàòðèöû ïðè óñëîâèÿõ òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îäíîðîäíûì ìàòåðèàëîì, àíàëîãè÷íûõ
âçàèìîäåéñòâèþ åãî ñ øàðîâûì âêëþ÷åíèåì, âîçíèêíåò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñ ìî-
äóëåì A∗

m =
3g

2 + λm/λ
ãðàäèåíòà.

Ðàññìàòðèâàÿ âåëè÷èíûA∗
0− g èA∗

m− g êàê ôëóêòóàöèè ìîäóëÿ ãðàäèåíòà â îäíîðîäíîì
ìàòåðèàëå, ñîîòâåòñòâóþùåì êîìïîçèòó, è ïðîâîäÿ îñðåäíåíèå ýòèõ ôëóêòóàöèé ïî îáú-
åìó êîìïîçèòà, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî CV (A∗

0 − g) + (1 − СV )(A∗
m − g) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò

êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî çíà÷åíèÿ λ◦ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òå-
ïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ òàêîé ìîäåëüþ ñòðóêòóðû. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ̃◦ =
λ◦

λm

=
2− λ̄− 3(1− λ̄)CV +

√
(2− λ̄− 3(1− λ̄)CV )2 + 8λ̄

4
. (28)

Åñëè ïî îáúåìó êîìïîçèòà îñðåäíÿòü ôëóêòóàöèè λ0A
∗
0 − λg è λmA∗

m − λg ïëîòíîñòè òå-
ïëîâîãî ïîòîêà ñîîòâåòñòâåííî âî âêëþ÷åíèÿõ è ÷àñòèöàõ ìàòðèöû, òî ýòà ïðîöåäóðà òàêæå
ïðèâîäèò ê ôîðìóëå (28).
Ïðè îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé, áëèçêîé ê åäèíèöå, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ïîëó-

÷åíèè ôîðìóëû (25) ìîäåëü ñòðóêòóðû êîìïîçèòà, ïðåäïîëàãàþùàÿ íàëè÷èå øàðîâîãî ñëîÿ
ìàòðèöû, îêðóæàþùåãî êàæäîå âêëþ÷åíèå, ñòàíîâèòñÿ íåàäåêâàòíîé â ñèëó òîãî, ÷òî íåêî-
òîðûå âêëþ÷åíèÿ áóäóò êîíòàêòèðîâàòü ìåæäó ñîáîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ÷àñòèöû âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ ñâîèìè ðîëÿìè, ò.å. ìîäåëü ñòðóêòóðû êîì-
ïîçèòà ïðåäñòàâèìà â âèäå øàðîâûõ ÷àñòèö èç ìàòåðèàëà ìàòðèöû, îêðóæåííûõ øàðîâûì
ñëîåì ÷àñòèö èç ìàòåðèàëà âêëþ÷åíèé. Òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ èñïîëü-
çîâàííûì ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû (25), äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
λ∗ êîìïîçèòà ñ áëèçêèì ê åäèíèöå çíà÷åíèåì CV ïîëó÷èì ôîðìóëó

λ̃ =
λ∗
λm

= λ̄
2λ̄ + 1− 2(λ̄− 1)(1− CV )

2λ̄ + 1 + (λ̄− 1)(1− CV )
. (29)

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî ýòîé ôîðìóëå ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè λ̃∗2 ïðè λ̄ 6 1 è ñî çíà÷åíèÿìè
λ̃∗1 ïðè λ̄ > 1, ïîñêîëüêó â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî äëÿ λ̃∗2, êîòîðîå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ
(16), è ðàâåíñòâî äëÿ λ̃∗1, ñëåäóþùåå èç ñîîòíîøåíèÿ (17), èäåíòè÷íû ðàâåíñòâó (29).

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïî âñåì ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì âûáåðåì ñíà÷àëà
äâà ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿ: λ̄ = 0, 2 è îáðàòíîå åìó çíà÷åíèå λ̄ = 5. Äëÿ ïåðâîãî
çíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèì â âèäå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòåé îò CV îòíîøåíèÿ λ̃ = λ/λm

ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè, à äëÿ âòîðîãî çíà÷åíèÿ | â âèäå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòåé îò CV

îòíîøåíèÿ λ̂ = λ/λ0 òàêæå ñ ðàçíûìè èíäåêñàìè. Ýòî ïîçâîëèò ïðåäñòàâèòü âñå ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ãðàôèêàìè ñ îðäèíàòàìè, íå ïðåâûøàþùèìè åäèíèöó.
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Íà ðèñ. 4 âñå ãðàôèêè äëÿ çíà÷åíèÿ λ̄ = 0, 2 ñîâîêóïíîñòè çàâèñèìîñòåé îò CV îòíî-
øåíèÿ λ∗/λm, îáîçíà÷åííîãî ñèìâîëîì λ̃ ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè, èìåþò îáùèå òî÷êè ñ
àáñöèññàìè CV = 0 è CV = 1 è îðäèíàòàìè, ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî λ̃ = 1 è λ̃ = 0, 2, à âñå
ãðàôèêè äëÿ çíà÷åíèÿ λ̄ = 5 ñîâîêóïíîñòè çàâèñèìîñòåé îòíîøåíèÿ λ∗/λ0, îáîçíà÷åííîãî
ñèìâîëîì λ̂ ñ ðàçíûìè èíäåêñàìè, òàêæå èìåþò îáùèå òî÷êè ñ àáñöèññàìè CV = 0 è CV = 1

è îðäèíàòàìè, íî ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî λ̂ = 0, 2 è λ̂ = 1.

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíûõ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè
êîìïîçèòà îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ïðè çíà÷åíèÿõ λ̄ = 0, 2 è λ̄ = 5

Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî âñþäó â èíòåðâàëå (0; 1) èçìåíåíèÿCV ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà
ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ λ̃1 > λ̃�

1 > λ̃∗1 > λ̃�
2 > λ̃∗2 > λ̃2 è λ̂1 > λ̂∗1 > λ̂�

1 > λ̂∗2 > λ̂�
2 >

> λ̂2. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (27), ÿâëÿþòñÿ äâóñòîðîííèìè
ïî îòíîøåíèþ ê çíà÷åíèþ λ̃, êîòîðîå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (25). Âìåñòå ñ òåì âåëè÷èíû
λ̃• è λ̃◦, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (26) è (28) ñîîòâåòñòâåííî, âûõîäÿò çà ãðàíèöû ýòèõ
îöåíîê, íî îñòàþòñÿ â ïðåäåëàõ, óñòàíàâëèâàåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (16) è (17). Ãðàôèêè äëÿ
ýòèõ âåëè÷èí ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ CV áëèçêè ê ãðàôèêó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ôîðìóëå (25),
íî ïî ìåðå ðîñòà çíà÷åíèÿ CV îíè ïðèáëèæàþòñÿ ê ãðàôèêó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ôîðìóëå
(29). Àíàëîãè÷íàÿ çàêîíîìåðíîñòü ñïðàâåäëèâà è äëÿ ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòåé λ̂• è λ̂◦ îò
CV . Äåëî â òîì, ÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ çíà÷åíèÿ ê åäèíèöå ìàòåðèàëû ìàòðèöû è
âêëþ÷åíèé ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè, ÷òî îòðàæåíî â ìîäåëè ñòðóêòóðû êîìïîçèòà, èñïîëüçîâàííîé
ïðè âûâîäå ôîðìóëû (29). Ýòó îñîáåííîñòü ó÷èòûâàåò è ìîäåëü ñòðóêòóðû, èñïîëüçîâàííàÿ
ïðè ïîëó÷åíèè ñîîòíîøåíèÿ (28).
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ∆λ̃∗ óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ λ̄ îò åäèíèöû,

ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè CV øàðîâûõ
âêëþ÷åíèé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè λ̄ = 0, 01 è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè
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λ̄ = 100. Êàê è íà ðèñ. 4, íà ðèñ. 5 âñå ãðàôèêè äëÿ çíà÷åíèÿ λ̄ = 0, 01 ñîâîêóïíîñòè çàâèñè-
ìîñòåé λ̃ = λ∗/λm îò CV èìåþò îáùèå òî÷êè ñ àáñöèññàìè CV = 0 è CV = 1 è îðäèíàòàìè,
ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî λ̃ = 1 è λ̃ = 0, 01, à âñå ãðàôèêè äëÿ çíà÷åíèÿ λ̄ = 100 ñîâîêóïíî-
ñòè çàâèñèìîñòåé λ̂ = λ∗/λ0 îòCV òàêæå èìåþò îáùèå òî÷êè ñ àáñöèññàìèCV = 0 èCV = 1

è îðäèíàòàìè, íî ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî λ̂ = 0, 01 è λ̂ = 1. Îáîçíà÷åíèÿ ãðàôèêîâ íà ýòèõ
ðèñóíêàõ ñîâïàäàþò, à çàêîíîìåðíîñòè âî âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ãðàôèêîâ àíàëîãè÷íû,
íî ïðè ýòîì ðàçíîñòè îðäèíàò äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð äâóñòîðîííèõ îöåíîê íà ðèñ. 5 â
ñèëó áîëüøåãî ðàçëè÷èÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû è
âêëþ÷åíèé îêàçàëèñü áîëüøå, ÷åì íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 5. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíûõ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè
êîìïîçèòà îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ïðè çíà÷åíèÿõ λ̄ = 0, 01 è λ̄ = 100

Ïðè èçìåíåíèè CV â ïîëóèíòåðâàëå [0, 8; 1) ìàñøòàá ðèñ. 5 íå ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ñïðà-
âåäëèâîñòü ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ λ̃�

2 < λ/λm < λ̃�
1 è λ̂�

2 < λ/λ0 < λ̂�
1 . Ïîýòîìó â òàáë. 1

ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëàì (25) è (26). Ýòè ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò
âûïîëíåíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ.

Òàáëèöà 1

CV 0,80 0,85 0,90 0,95 0,99 0,999
λ̃�

2 0,1475 0,1122 0,0775 0,0434 0,016644 0,01066341
λ/λm 0,1520 0,1147 0,0786 0,0437 0,016655 0,01066352
λ̃�

1 0,1564 0,1171 0,0797 0,0440 0,016666 0,01066363
λ̂�

2 0,1078 0,1453 0,2117 0,3612 0,746305 0,96740509
λ/λ0 0,1142 0,1514 0,2172 0,3649 0,746917 0,96741530
λ̂�

1 0,1213 0,1580 0,2229 0,3687 0,747530 0,96742549

Èç ñðàâíåíèÿ ðèñ. 4 è 5 ñëåäóåò, ÷òî ïî ìåðå îòêëîíåíèè ïàðàìåòðà λ̄ îò åäèíèöû ðàç-
ëè÷èå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïî ðàññìàòðèâàåìûì ôîðìóëàì íàèáîëåå ñóùåñòâåííî
âîçðàñòàåò ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ CV îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé. Ïðè
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ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ è ðàçíîñòü äâóñòîðîííèõ îöåíîê çíà÷åíèé ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà. ßñíî, íàèáîëåå ïðèåìëåìóþ ðàñ÷åòíóþ çàâèñèìîñòü ìîæíî
âûáðàòü ëèøü ñ ó÷åòîì ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè, õîòÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îïóáëè-
êîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ òùàòåëüíî ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ åùå íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,
÷òîáû ñäåëàòü îïðåäåëåííûå âûâîäû.

5. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì

Ðàññìîòðèì ïóòü ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðàñ÷åòíûõ çàâèñèìîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòàõ [17, 18]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåä-
ïîëàãàëîñü íàëè÷èå íåèäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà ìåæäó âêëþ÷åíèåì è ìàòðèöåé, õà-
ðàêòåðèçóåìîãî êîýôôèöèåíòîì α êîíòàêòíîãî òåïëîîáìåíà è ó÷èòûâàåìîãî ââåäåíèåì ýô-
ôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè âêëþ÷åíèÿ

λ∗ =
λ0

λ0

αR0
+ 1

=
λ0

λ̄/β + 1
, (30)

ãäå β = αR0/λm. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ôîðìóëó (25) âìåñòî λ̄ ïîäñòàâèòü îòíîøåíèå
λ̄∗ = λ∗/λm, òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó [13]

λ̃ =
2λ̄ + β(2 + λ̄)− 2(β(1− λ̄) + λ̄)CV

2λ̄ + β(2 + λ̄) + (β(1− λ̄) + λ̄)CV

,

êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîâîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû ïðè íàëè÷èè ìåæäó íèìè íåèäåàëüíîãî òåïëî-
âîãî êîíòàêòà.
Â ðàáîòå [18] ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî ýôôåêòèâíîìó êîýôôèöèåíòó λ

òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ àëþìèíèåâîé ìàòðèöåé è øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè èç êàð-
áèäà êðåìíèÿ ïðè CV îò 0,53 äî 0,60. Âêëþ÷åíèÿ ïðèíàäëåæàëè ñåìè ôðàêöèÿì è èìåëè
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äèàìåòðîâ 2R0 îò 8,9 ìêì äî 167 ìêì (òàáë. 2).

Òàáëèöà 2

CV 0,58 0,58 0,60 0,59 0,58 0,55 0,53
2R0, ìêì 167 86,4 56,8 37,1 23,4 16,9 8,9

λ, Âò/(ì·Ê) 221 209 203 204 194 193 154

Ïðè îáðàáîòêå ýòèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ àëþìèíèåâîé ìàòðèöû áûëî ïðè-
íÿòî çíà÷åíèå λm = 237 Âò/(ì·Ê). Ïîñêîëüêó ôîðìóëó (30) ìîæíî ïðèâåñòè ê ðàâåíñòâó
1/λ∗ = 1/λ0 + (1/α)(1/R0), ðåçóëüòàòû ýòîé îáðàáîòêè öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè 1/λ∗ îò 1/R0. Â òàáë. 3 ñâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîôîðìóëàì,
íîìåðà êîòîðûõ îòâå÷àþò íèæíåìó èíäåêñó ó ñèìâîëà λ∗ (èíäåêñ 16 îçíà÷àåò èñïîëüçîâàíèå
ôîðìóëû äëÿ ïîëóñóììû (λ∗1 + λ∗2)/2 ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóñòîðîííèõ îöåíîê).
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Òàáëèöà 3

1/R0, 1/ìêì 0,0120 0,0231 0,0352 0,0539 0,0855 0,1183 0,2247
1/λ∗25, ìì·Ê/Âò 4,7652 5,2614 5,4920 5,4700 6,0251 6,2168 10,5000
1/λ∗26, ìì·Ê/Âò 4,7649 5,2599 5,4893 5,4675 6,0178 6,2070 10,3000
1/λ∗28, ìì·Ê/Âò 4,7647 5,2584 5,4866 5,4648 6,0103 6,1969 10,1000
1/λ∗29, ìì·Ê/Âò 4,7644 5,2560 5,4827 5,4610 5,9988 6,1794 9,7341
1/λ∗15, ìì·Ê/Âò 4,7606 5,2459 5,4703 5,4485 5,9821 6,1624 10,1000
1/λ∗16, ìì·Ê/Âò 4,7648 5,2587 5,4874 5,4655 6,0119 6,1980 10,1000

Èç òàáë. 3 âèäíî, ÷òî íè îäíà èç èñïîëüçîâàííûõ ôîðìóë íå ïðèâîäèò ê ïðåäïîëàãàåìîé
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè 1/λ∗ îò 1/R0 ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà 1/α, êîòîðûé
ïî óñëîâèÿì òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé íå äîëæåí çàâèñåòü îò èõ
ðàäèóñà. Èç ðàâåíñòâà 1/λ∗ = 1/λ0 + (1/α)(1/R0) ñëåäóåò, ÷òî 1/λ∗ → 1/λ0 = const ïðè
1/R0 → 0, ò.å. ãðàôèêè âñåõ ïðåäïîëàãàåìûõ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
èñïîëüçîâàííûìôîðìóëàì, äîëæíûïðè 1/R0 = 0èìåòü îáùóþòî÷êó ñ îðäèíàòîé 1/λ0. Äëÿ
îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ïðèíÿòî λ0 = 253 Âò/(ì·Ê) [17], ò.å. 1/λ0 ≈
3, 9526ìì·Ê/Âò. Ïî äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáë. 3, ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé ðåãðåññèè
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà 1/α è
ìîäóëÿM âåêòîðà íåâÿçêè, ïðèâåäåííûå â òàáë. 4.

Òàáëèöà 4

Ôîðìóëà (25) (26) (28) (29) (15) (15)
1/α, ìì2·Ê/Âò 0,02909 0,02867 0,02824 0,02751 0,02805 0,02827
M , ìì·Ê/Âò 1,56438 1,53766 1,52110 1,51852 1,51970 1,52208

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë äëÿ âåðõíåé λ1 è íèæíåé λ2 îöåíîê, îïðå-
äåëÿåìûõ èç ñîîòíîøåíèÿ (14), ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìñÿ îò ïðåäñòàâëåííûõ
â òàáë. 4 çíà÷åíèÿì 1/α è M . Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå λ0/λm ≈ 1, 0675 äîñòàòî÷íî áëèçêî ê
åäèíèöå, îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî âñåì èñïîëüçîâàííûìôîðìóëàì ïðèâåëà
ïðàêòè÷åñêè ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì. Ôîðìàëüíî ïðåäïî÷òåíèå ñëåäóåò îòäàòü ôîðìóëå
(29), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ M âåêòîðà íåâÿçêè ïðè ïðèìå-
íåíèè ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàèáîëüøåå
çíà÷åíèåM ïîëó÷åíî ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (25).
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ êîìïîçèòîâ, ó êîòîðûõ

îòíîøåíèå λ̄ = λ0/λm â áîëüøåé ìåðå îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû êàê â ìåíüøóþ, òàê è â
áîëüøóþ ñòîðîíó. Òàêèå äàííûå ïðèâåäåíû â ðàáîòå [18] äëÿ êîìïîçèòîâ ñ øàðîâûìè
âêëþ÷åíèÿìè èç íèòðèäà àëþìèíèÿ (AlN), èìåþùåãî êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè λ0 =

= 155 Âò/(ì·Ê), ìîäèôèöèðóþùèìè ìåòàëëè÷åñêèå ìàòðèöû: ìåäíóþ (λ̄Cu ≈ 0, 3865),
àëþìèíèåâóþ (λ̄Al ≈ 0, 6540), îëîâÿííóþ (λ̄Sn ≈ 2, 3134) è ñâèíöîâóþ (λ̄Pb ≈ 4, 4286).
Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
λ òàêèõ êîìïîçèòîâ, ìîäèôèöèðîâàííûõ âêëþ÷åíèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïÿòè ôðàêöèÿì ñ
ðàçëè÷íûìè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè äèàìåòðîâ 2R0.
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Òàáëèöà 5

2R0
ìêì CV

λ, Âò/(ì·Ê)
AlN/Cu AlN/Al AlN/Sn AlN/Pb

92,1 0,59 223± 7 178± 5 98± 3 74± 2
63,7 0,62 210± 6 173± 5 97± 3 75± 2
41,0 0,62 204± 6 170± 5 92± 3 71± 2
26,6 0,57 206± 6 168± 5 82± 2 60± 2
19,5 0,60 187± 6 159± 5 73± 2 53± 2

Îáðàáîòêà ýòèõ äàííûõ ïî îïèñàííîé âûøå ìåòîäèêå ïðèâåëà ê çíà÷åíèÿì ìîäóëÿ M

âåêòîðà íåâÿçêè, ïðåäñòàâëåííûì â òàáë. 6 è èìåþùèì ðàçìåðíîñòü ìì·Ê/Âò. Äëÿ êàæäîãî
òèïà ìàòðèöû êîìïîçèòà ïðè ïîìîùè êàæäîé èç ôîðìóë âû÷èñëåíû òðè çíà÷åíèÿM , ïðè÷åì
ñðåäíåå èç íèõ âû÷èñëåíî ïî íîìèíàëüíîìó çíà÷åíèþ λ èç òàáë. 5, à âåðõíåå è íèæíåå |
ïî çíà÷åíèÿì λ ñîîòâåòñòâåííî ñ âåðõíèì è íèæíèì äîïóñêîì.

Òàáëèöà 6

Ôîðìóëà (25) (26) (28) (29) (15) (16)
0,3821 0,3405 0,3642 0,4801 0,6068 0,3454

AlN/Cu 0,3904 0,2674 0,1580 0,1777 0,3121 0,1989
0,7458 0,6365 0,5014 0,3002 0,2911 0,5547
0,2721 0,2730 0,2742 0,2746 0,3214 0,2714

AlN/Al 0,1515 0,1423 0,1327 0,1179 0,0872 0,1348
0,4989 0,4872 0,4748 0,4574 0,3837 0,4802
0,8077 0,7561 0,7168 0,6841 0,9511 0,7349

AlN/Sn 0,6728 0,6694 0,6733 0,6841 0,7440 0,6704
0,7766 0,8090 0,8410 0,8772 0,7387 0,8256
1,3245 0,9446 0,9405 1,1019 1,2575 0,9057

AlN/Pb 1,2414 1,0034 1,0862 1,2760 1,2386 1,0097
1,2173 1,1151 1,2568 1,4622 1,2627 1,1554

Èç òàáë. 6 âèäíî, ÷òî íå óäàåòñÿ âûáðàòü êàêóþ-ëèáî îäíó óíèâåðñàëüíóþ ôîðìóëó,
êîòîðàÿ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ìîäóëÿ M áûëà áû íàèëó÷øåé äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ
âàðèàíòîâ êîìïîçèòà. Ïðè λ̄ < 1 (êîìïîçèòû AlN/Cu è AlN/Al) íàèáîëåå ïðèåìëåìûìè
ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìóëû (28) è (29). Çíà÷åíèå M = 0, 0872 ìì·Ê/Âò, âû÷èñëåííîå äëÿ
êîìïîçèòà AlN/Al ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (14), îïðåäåëÿþùåãî ïîëóñóììó (λ1 +

λ2)/2, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èç âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 6, íî áîëüøàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü
ðåçóëüòàòîâ ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëîì îòêëîíåíèè îò íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ λ íå ïîçâîëÿåò
ñ÷èòàòü òàêîé ïîäõîä íàäåæíûì. Ýòî çàìå÷àíèå, õîòÿ è â ìåíüøåé ñòåïåíè, îòíîñèòñÿ êî
âñåì ôîðìóëàì, èñïîëüçîâàííûì ïðèìåíèòåëüíî ê óêàçàííûì êîìïîçèòàì. Íàîáîðîò, ïðè
λ̄ > 1 (êîìïîçèòû AlN/Sn è AlN/Pb) îòêëîíåíèÿ îò íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ λ ñðàâíèòåëüíî
ñëàáî âëèÿþò íà çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ M , âû÷èñëåííîãî ñ ïðèìåíåíèåì âñåõ ðàññìîòðåííûõ
ôîðìóë. Äëÿ ýòèõ êîìïîçèòîâ ïðåäïî÷òåíåå ìîæíî îòäàòü ôîðìóëå (26) è ñîîòíîøåíèÿì
(16), îïðåäåëÿþùèì ïîëóñóììó (λ∗1 + λ∗2)/2.
Ïðîâåäåííîå ñîïîñòàâëåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïðåäâàðèòåëüíûì, ïî-

ñêîëüêó îíî îïèðàåòñÿ íà âåñüìà îãðàíè÷åííûé îáúåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â ñðàâ-
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íèòåëüíî óçêîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà λ̄ è îáúåìíîé êîíöåíòðàöèèCV âêëþ÷åíèé.
Íàêîïëåíèå ðåçóëüòàòîâ òùàòåëüíî ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ êîìïîçèòàìè â áîëåå øè-
ðîêîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ λ̄ èCV âêëþ÷åíèé ïîçâîëèò ñäåëàòü áîëåå îïðåäåëåííûå âûâîäû
î äîñòîâåðíîñòè òîé èëè èíîé ðàñ÷åòíîé ôîðìóëû äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà
λ òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòîâ ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ øàðîâûõ âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû êîìïîçèòà, èñïîëüçóåìûõ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè òàêîãî êîìïîçèòà. Ñ
ïðèìåíåíèåì äâîéñòâåííîé ôîðìóëèðîâêè âàðèàöèîííîé çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðî-
âîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ýòîãî êîýôôèöèåíòà. Äëÿ ñáëèæåíèÿ ýòèõ ãðàíèö èñïîëüçîâàí âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï Õàøèíà | Øòðèêìàíà. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïðè-
ìåíåíèåì ýòîãî ïðèíöèïà è îáîáùåííîãî ñèíãóëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé.
Âûÿâëåíî ñëàáîå âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà

èçìåíåíèÿ ôîðìû âêëþ÷åíèé íà êóáè÷åñêóþ. Ïðè ïîìîùè ìîäåëè òåïëîâîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà êàê ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè, òàê è ñ ÷àñòèöàìè ìàòðèöû,
âûâåäåíà ðàñ÷åòíàÿôîðìóëà, îáåñïå÷èâàþùàÿ îöåíêóèñêîìîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîä-
íîñòè ýòîãî ìàòåðèàëà âî âñåì äèàïàçîíå âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè
âêëþ÷åíèé.
Ñ ïðèâëå÷åíèåì îãðàíè÷åííîãî îáúåìà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíî ñðàâ-

íåíèå ðàññìîòðåííûõ ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ìîäóëÿ âåêòîðà íåâÿçêè,
âîçíèêàþùåé ïðè îáðàáîòêå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ëèíåéíîé ðåãðåññèè è ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòó ÍØ{255.2012.8 ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïîääåðæêè

âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Îäåëåâñêèé Â.È. Ðàñ÷åò îáîáùåííîé ïðîâîäèìîñòè ãåòåðîãåííûõ ñèñòåì // ÆÒÔ. 1951.
Ò. 21, âûï. 6. Ñ. 667{685.

2. ×óäíîâñêèé À.Ô. Òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äèñïåðñíûõ ìàòåðèàëîâ. Ì.: Ôèç-
ìàòãèç, 1962. 456 ñ.

3. Êàðñëîó Ã., Åãåð Ä. Òåïëîïðîâîäíîñòü òâåðäûõ òåë: ïåð. ñ àíãë. Ì.: Íàóêà, 1964. 488 ñ.
4. Ìèñíàð À. Òåïëîïðîâîäíîñòü òâåðäûõ òåë, æèäêîñòåé, ãàçîâ è èõ êîìïîçèöèé: ïåð. ñ
ôðàíö. Ì.: Ìèð, 1968. 464 ñ.

5. Äóëüíåâ Ã.Í., Çàðè÷íÿêÞ.Ï. Òåïëîïðîâîäíîñòü ñìåñåé è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ.
Ë.: Ýíåðãèÿ, 1974. 264 ñ.

10.7463/0713.0569319 314

http://dx.doi.org/10.7463/0713.0569319


6. Øåðìåðãîð Ò.Ä. Òåîðèÿ óïðóãîñòè ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ì.: Íàóêà, 1977. 400 ñ.
7. Êðèñòåíñåí Ð. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó êîìïîçèòîâ: ïåð. ñ àíãë. Ì.: Ìèð, 1982. 336 ñ.
8. Çàðóáèí Â.Ñ., Êóâûðêèí Ã.Í., Ñàâåëüåâà È.Þ. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè êîìïîçèòà ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè // Òåïëîâûå ïðîöåññû â òåõíèêå. 2012.
¹10. Ñ. 470{474.

9. Çàðóáèí Â.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â òåõíèêå. Ì.: Èçä-âîÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàó-
ìàíà, 2010. 496 ñ.

10. Maxwell C. Treatise on electricity and magnetism. Oxford, 1873.
11. Çàðóáèí Â.Ñ. Èíæåíåðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ì.: Ýíåðãîàòîì-

èçäàò, 1983. 328 ñ.
12. Çàðóáèí Â.Ñ., Êóâûðêèí Ã.Í. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè

ñïëîøíîé ñðåäû. Ì.: Èçä-âî ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 2008. 512 ñ.
13. Çàðóáèí Â.Ñ., Êóâûðêèí Ã.Í., Ñàâåëüåâà È.Þ. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîä-

íîñòè êîìïîçèòà ïðè íåèäåàëüíîì êîíòàêòå øàðîâûõ âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû // Âåñòíèê
ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà. Ñåð. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2012. Ñïåö. âûïóñê <Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà>. Ñ. 84{94.

14. Ñàâåëüåâà È.Þ. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ïðè íàëè÷èè
ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ ìåæäó øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè è ìàòðèöåé // Âåñòíèê ÌÃÒÓ èì.
Í.Ý. Áàóìàíà. Ñåð. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2012. Ñïåö. âûïóñê <Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-
ðîâàíèå â òåõíèêå>. Ñ. 180{186.

15. Çàðóáèí Â.Ñ., Êóâûðêèí Ã.Í., Ñàâåëüåâà È.Þ. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè êîìïîçèòà ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ìåæäó øàðîâûìè
âêëþ÷åíèÿìè è ìàòðèöåé // Âåñòíèê ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà. Ñåð. Åñòåñòâåííûå íàóêè.
2012. Ñïåö. âûïóñê <Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà>. Ñ. 95{102.

16. Hashin Z., Shtrikman S. A variational approach to the theory of the effective magnetic
permeability of multiphase materials // J. Appl. Phys. 1962. Vol. 33, no. 10. P. 3125{3131.
DOI:10.1063/1.1728579.

17. Molina J.M., Narciso J., Weber L., Mortensen A., Louisl E. Thermal conductivity of Al-SiC
composites with monomodal and bimodal particle size distribution // Materials Science and
Engineering A. 2008. Vol. 480, no. 1{2. P. 483{488.

18. Kida M., Weber L., Monachon C., Mortensen A. Thermal conductivity and interfacial
conductance of Al/N particle reinforced metal matrix composites // J. Appl. Phys. 2011.
Vol. 109. Art. no. 064907. DOI: 10.1063/1.3553870.

19. Bruggemann D.A.G. Berechnung verschiedener physikalischer Konstanten von heterogenen
Substanzen. I. Dielektrizit�atskonstanten und Leitf�ahigkeiten der Mischk�orper aus isotropen
Substanzen // Ann. der Phys. 1935. Vol. 416, iss. 7. P. 636{664. DOI: 10.1002/andp.
19354160705.

http://technomag.bmstu.ru/doc/569319.html 315

http://technomag.bmstu.ru/doc/569319.html


Comparative analysis of estimations of heat conduction
of a composite with ball inclusions
# 07, July 2013
DOI: 10.7463/0713.0569319
Zarubin V. S., Kuvyrkin G.N., Savelyeva I. Yu.

Bauman Moscow State Technical University
105005, Moscow, Russian Federation

fn2@bmstu.ru

The authors consider different mathematical models of thermal interaction of ball inclusions
and the matrix of a composite, used for estimating the effective heat conduction coefficient of this
kind of composite. Application of a dual formulation of the variation problem of stationary thermal
conductivity in a nonhomogeneous solid body allowed to get double-sided estimations of possible
values of the coefficient. It was determined that transition from ball inclusions to cubic ones
influenced slightly the effective heat conduction coefficient of a composite. The authors derived an
evaluation formula that allowed to obtain a reliable estimation of this coefficient within the whole
range of possible variations of the volume concentration of inclusions. Due to the electrothermal
analogy it was possible to apply the obtained results in order to estimate characteristics of electrical
conductivity and of dielectric capacitance of composites modified with ball inclusions (considering
nanostructured elements).

References

1. Odelevskii V.I. Raschet obobshchennoi provodimosti geterogennykh sistem [Calculation of
generalized conductivity of heterogeneous systems]. Zhurnal tekhnicheskoi fiziki [Technical
physics], 1951, vol. 21, no. 6, pp. 667{685.

2. Chudnovskii A.F. Teplofizicheskie kharakteristiki dispersnykh materialov [Thermophysical
characteristics of disperse materials]. Moscow, Fizmatgiz, 1962. 456 p.

3. Carslaw H.S., Jaeger J.C. Conduction of Heat in Solids. 2nd ed. Oxford University Press, 1959.
(Russ. ed.: Karslou G., Eger D. Teploprovodnost' tverdykh tel. Moscow, Nauka, 1964. 488 p.).

4. Misnar A. Teploprovodnost' tverdykh tel, zhidkostei, gazov i ikh kompozitsii [The thermal
conductivity of solids, liquids, gases and their compositions]. Transl. from French. Moscow,
Mir, 1968. 464 p.

10.7463/0713.0569319 316

http://technomag.bmstu.ru/en/doc/569319.html
http://technomag.bmstu.ru/en/doc/569319.html
http://dx.doi.org/10.7463/0713.0569319
mailto:fn2@bmstu.ru
http://dx.doi.org/10.7463/0713.0569319


5. Dul'nevG.N., Zarichniak Iu.P. Teploprovodnost' smesei i kompozitsionnykhmaterialov [Ther-
mal conductivity of mixtures and composite materials]. Leningrad, Energiia, 1974. 264 p.

6. Shermergor T.D. Teoriia uprugosti mikroneodnorodnykh sred [Theory of elasticity of microin-
homogeneous media]. Moscow, Nauka, 1977. 400 p.

7. Christensen R.M. Mechanics of composite materials. New York, Wiley-Interscience publica-
tion, 1979. 348 p. (Russ. ed.: Kristensen R.M. Vvedenie v mekhaniku kompozitov. Moscow,
Mir, 1982. 336 p.)

8. Zarubin V.S., Kuvyrkin G.N., Savel'eva I.Iu. Effektivnyi koeffitsient teploprovodnosti kom-
pozita s sharovymi vkliucheniiami [The effective thermal conductivity of composites with
spherical inclusions]. Teplovye protsessy v tekhnike, 2012, no. 10, pp. 470{474.

9. Zarubin V.S.Matematicheskoe modelirovanie v tekhnike [Mathematical modeling in engineer-
ing]. Moscow, Bauman MSTU Publ., 2010. 496 p.

10. Maxwell C. Treatise on electricity and magnetism. Oxford, 1873.

11. Zarubin V.S. Inzhenernye metody resheniia zadach teploprovodnosti [Engineering methods
for solving problems of thermal conductivity]. Moscow, Energoatomizdat, 1983. 328 p.

12. Zarubin V.S., Kuvyrkin G.N. Matematicheskie modeli mekhaniki i elektrodinamiki sploshnoi
sredy [Mathematicalmodels ofmechanics and electrodynamics of continuousmedia].Moscow,
Bauman MSTU Publ., 2008. 512 p.

13. Zarubin V.S., Kuvyrkin G.N., Savel'eva I.Iu. Effektivnyi koeffitsient teploprovodnosti kom-
pozita pri neideal'nom kontakte sharovykh vkliuchenii i matritsy [The effective coefficient of
thermal conductivity of the composite at nonideal contact of spherical inclusions and matrix].
Vestnik MGTU im. N.E. Baumana. Ser. Estestvennye nauki [Bulletin of the Bauman MSTU.
Ser. Natural science], 2012, Spets. vypusk <Prikladnaia matematika i mekhanika> [Spec. iss.
\Applied mathematics and mechanics"], pp. 84{94.

14. Savel'eva I.Iu. Effektivnyi koeffitsient teploprovodnosti kompozita pri nalichii
promezhutochnogo sloia mezhdu sharovymi vkliucheniiami i matritsei [The effective coeffi-
cient of thermal conductivity of the composite in the presence of an intermediate layer between
the spherical inclusions and matrix]. Vestnik MGTU im. N.E. Baumana. Ser. Estestvennye
nauki [Bulletin of the Bauman MSTU. Ser. Natural science], 2012, Spets. vypusk <Matem-
aticheskoe modelirovanie v tekhnike> [Spec. iss. \Mathematical modeling in engineering"],
pp. 180{186.

15. Zarubin V.S., Kuvyrkin G.N., Savel'eva I.Iu. Effektivnyi koeffitsient teploprovodnosti kom-
pozita pri nepreryvnom izmenenii teploprovodnosti mezhdu sharovymi vkliucheniiami i ma-
tritsei [The effective coefficient of thermal conductivity of the composite at continuous change
of thermal conductivity between the spherical inclusions and matrix]. Vestnik MGTU im.
N.E. Baumana. Ser. Estestvennye nauki [Bulletin of the BaumanMSTU. Ser. Natural science],

http://technomag.bmstu.ru/doc/569319.html 317

http://technomag.bmstu.ru/doc/569319.html


2012, Spets. vypusk <Prikladnaia matematika i mekhanika> [Spec. iss. \Applied mathematics
and mechanics"], pp. 95{102.

16. Hashin Z., Shtrikman S. A variational approach to the theory of the effective magnetic per-
meability of multiphase materials. J. Appl. Phys., 1962, vol. 33, no. 10, pp. 3125-3131. DOI:
10.1063/1.1728579.

17. Molina J.M., Narciso J., Weber L., Mortensen A., Louisl E. Thermal conductivity of Al-SiC
composites with monomodal and bimodal particle size distribution. Materials Science and
Engineering A, 2008, vol. 480, no. 1{2, pp. 483{488.

18. Kida M., Weber L., Monachon C., Mortensen A. Thermal conductivity and interfacial con-
ductance of Al/N particle reinforced metal matrix composites. J. Appl. Phys., 2011, vol. 109,
art. no. 064907. DOI: 10.1063/1.3553870.

19. Bruggemann D.A.G. Berechnung verschiedener physikalischer Konstanten von heterogenen
Substanzen. I. Dielektrizit�atskonstanten und Leitf�ahigkeiten der Mischk�orper aus isotropen
Substanzen. Ann. der Phys., 1935, vol. 416, iss. 7. pp. 636{664. DOI: 10.1002/andp.
19354160705.

10.7463/0713.0569319 318

http://dx.doi.org/10.7463/0713.0569319

