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Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëèêðèñòàëëè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëà (ïîëèêðèñòàëëà), ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îöåíîê åãî ýôôåêòèâíîãî êîýô-
ôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ñèëó ýëåêòðîòåïëîâîé àíàëîãèè [1] òàêóþ ìîäåëü ìîæíî
èñïîëüçîâàòü è äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ïîëèêðèñòàëëà. Ïðîâåäåì ñðàâ-
íèòåëüíûé êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç îöåíîê ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëèêðèñòàëëó, ñîñòîÿùåìó èç õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ àíèçîòðîï-
íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðåí ñ îäèíàêîâîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîéè ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè
λk (k = 1, 2, 3) òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè êàæäîå çåðíî â ïîëèêðèñòàëëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìî-
íîêðèñòàëë, ò.å. â åãî îáúåìå îðèåíòàöèþ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé äîïóñòèìî ñ÷èòàòü
íåèçìåííîé. Äëÿ ìîíîêðèñòàëëîâ ñ êóáè÷åñêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé (îáúåìíîöåí-
òðèðîâàííîé èëè ãðàíåöåíòðèðîâàííîé) ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè ðàâíû
ìåæäó ñîáîé [1], ò.å. òàêèå çåðíà è ñîñòîÿùèé èç íèõ ïîëèêðèñòàëë èçîòðîïíû ïî îòíî-
øåíèþ ê ñâîéñòâó òåïëîïðîâîäíîñòè. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òèïîâ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðå-
øåòîê ýòî ðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ìåñòà è ïîýòîìó çåðíà ñ òàêîé êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé àíèçîòðîïíû ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó ñâîéñòâó. Îäíàêî ïîëèêðè-
ñòàëë, ñîñòîÿùèé èç õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ çåðåí, áóäåò ìàêðîñêî-
ïè÷åñêè èçîòðîïíûì ñ ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ, çàâèñÿùèì îò
çíà÷åíèé λk.
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1. Ïðîöåäóðû îñðåäíåíèÿ

Â îòäåëüíî âçÿòîì êðèñòàëëè÷åñêîì çåðíå ñâÿçü ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè qi (i = 1, 2, 3)
âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà è ñîñòàâëÿþùèìè Gi = ∂T/∂xi ãðàäèåíòà òåìïåðà-
òóðíîãî ïîëÿ âî âíåøíåé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 (â <ìàêðîîñÿõ> Oxi)
óñòàíàâëèâàþò ñîîòíîøåíèÿ (çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòî-
ðÿþùèìñÿ ëàòèíñêèì èíäåêñàì)

qi = λijGj èëè Gi = ρijqj, j = 1, 2, 3, (1)

ãäå λij è ρij |êîìïîíåíòû òåíçîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ çåðíà
â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýòè òåíçîðû ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè è äëÿ èõ êîìïîíåíòîâ
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî λikρkj = δij , ãäå δij | ñèìâîë Êðîíåêåðà (δij = 1 ïðè i = j è δij = 0

ïðè i 6= j). Ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èìåþò âèä ρk = 1/λk.
Àíàëîãè÷íóþ ðàâåíñòâàì (1) ñâÿçü ìåæäó ïîñòîÿííûìè â íåêîòîðîì ñîäåðæàùåì äîñòà-

òî÷íî áîëüøîå ÷èñëî çåðåí ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå ïîëèêðèñòàëëà <ìàêðîñêîïè÷åñêèìè>
çíà÷åíèÿìè q∗i è G∗

i = ∂T ∗/∂xi îïðåäåëÿþò ôîðìóëû

q∗i = λG∗
i èëè G∗

i = ρq∗i , (2)

ãäå ρ = 1/λ| ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ýòîãî ìàòåðèàëà.
Ïðè õàîòè÷åñêîé îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðåí ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ qi è Gi â êà-

æäîì çåðíå ñëó÷àéíû è, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, íî èõ ñðåäíèå ïî îáúåìó ïîëèêðèñòàëëà
çíà÷åíèÿ 〈qi〉 è 〈Gi〉 äîëæíû ñîâïàäàòü ñîîòâåòñòâåííî ñî çíà÷åíèÿìè q∗i è G∗

i , ò.å. ñ ó÷åòîì
ðàâåíñòâ (1)

〈qi〉 = 〈λijGj〉 = q∗i è 〈Gi〉 = 〈ρijqj〉 = G∗
i . (3)

Åñëè ââåñòè ëîêàëüíûå îòêëîíåíèÿ (ôëóêòóàöèè) q′i = qi− q∗i , G′
i = Gi−G∗

i , λ′ij = λij − λδij
è ρ′ij = ρij − ρδij , òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈q′i〉 = 〈G′

i〉 = 0, ðàâåíñòâà (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

q∗i = 〈λij〉G∗
j + 〈λ′ijG′

j〉 è G∗
i = 〈ρij〉q∗j + 〈ρ′ijq′j〉. (4)

Èç ñðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (2) è (4) ñëåäóåò, ÷òî ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîä-
íîñòè λ è òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ρ ïîëèêðèñòàëëà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò ñî
ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî 〈λij〉 è 〈ρij〉 ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ðàçëè÷èå âûçâàíî
òåì, îñðåäíåíèå êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
ïðîèñõîäèò áåç ó÷åòà âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ñîñåäíèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðåí íà ëîêàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (4) ÿâëÿþòñÿ ïîïðàâêàìè, èíòåãðàëüíî
ó÷èòûâàþùèìè òàêîå âëèÿíèå [2].
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé 〈λij〉 è 〈ρij〉 íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî çàäàòü îðè-
åíòàöèþ ñîâïàäàþùèõ ìåæäó ñîáîé ãëàâíûõ îñåé òåíçîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìè÷å-
ñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â îòäåëüíî âçÿòîì êðèñòàëëè÷åñêîì çåðíå (<ìèêðîîñåé>) îòíîñèòåëüíî
<ìàêðîîñåé> ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox1x2x3. Ýòó îðèåíòàöèþ ìîæíî çàäàòü ìàòðèöåé íàïðà-
âëÿþùèõ êîñèíóñîâ

(aik) =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 . (5)

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû i-é ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû çàäàþò ñîñòàâëÿþùèå â <ìèêðîîñÿõ> åäèíè÷-
íîãî âåêòîðà (îðòà) xi <ìàêðîîñåé>, èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè îðòîâ xi è xj (j = 1, 2, 3)
ïðè i 6= j ïîëó÷èì ðàâåíñòâî aikajk = δij . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ
ýëåìåíòîâ â ñòðîêå ìàòðèöû (5) ðàâíà åäèíèöå, ò.å. aαlaαl = 1, α = k, l = 1, 2, 3.
Òàêèì îáðàçîì, èç äåâÿòè çíà÷åíèé aik ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (5) íåçàâèñèìûìè áóäóò ëèøü

òðè. Ýòî ñâÿçàíî, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî ëþáóþ îðèåíòàöèþ <ìèêðîîñåé> îòíîñèòåëüíî
<ìàêðîîñåé> ìîæíî çàäàòü òðåìÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè Ýéëåðà: ϕ |óãîë ñîáñòâåííîãî
âðàùåíèÿ, ψ | óãîë ïðåöåññèè è ϑ | óãîë íóòàöèè [3]. Óãëû ψ è ϑ çàäàþò íàïðàâëåíèå
îäíîé èç <ìèêðîîñåé> (íà ðèñ. 1 îñè O′ξ3) îòíîñèòåëüíî <ìàêðîîñåé>, à óãîë ϕ, îòñ÷èòûâà-
åìûé îò ïîëîæåíèÿ ìåðèäèàíà ñ äîëãîòîé ψ íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, çàäàåò ïîâîðîò
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè âîêðóã ýòîé <ìèêðîîñè>.

Ðèñ. 1. Îðèåíòàöèÿ <ìèêðîîñåé> îòíîñèòåëüíî <ìàêðîîñåé>

Ýëåìåíòû ìàòðèöû (5) âûðàæàþò ÷åðåç óãëû Ýéëåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì [4]:

a11 = cosϕ cosψ cosϑ− sinϕ sinψ,

a12 = − cosϕ cosψ cosϑ− cosψ sinϕ,

a13 = cosϕ sinϑ, a21 = cosψ cosϑ sinϕ,

a22 = − cosϑ sinϕ sinϕ+ cosϕ cosψ, a23 = sinϕ sinϑ,

a31 = − cosψ sinϑ, a32 = sinψ sinϑ, a33 = cosϑ.

(6)
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Âûäåëèì â ïîëèêðèñòàëëå îáúåì ñ äîñòàòî÷íî áîëüø�èì ÷èñëîì çåðåíNΣ, èìåþùèõ ñëó-
÷àéíóþ (õàîòè÷åñêóþ) îðèåíòàöèþ <ìèêðîîñåé> îòíîñèòåëüíî <ìàêðîîñåé>. ÄëÿNΣ →∞
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîé îðèåíòàöèè ëþáîå ðàñïîëîæåíèå <ìèêðîîñåé> ðàâíî-
âåðîÿòíî è îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü η0 ðàñïðåäåëåíèÿ ìèêðîîáúåìîâ ïîëèêðèñòàëëà ïî
âîçìîæíûì îðèåíòàöèÿì <ìèêðîîñåé> çåðåí èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû íà ðèñ. 1 <ìèêðîîñüþ> O′ξ3

ïîñòîÿííà ïî åå ïîâåðõíîñòè, à ñîâîêóïíîñòü ìèêðîîáúåìîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòà <ìèêðîîñü>
ðàñïîëîæåíà â ïðåäåëàõ ýëåìåíòàðíîãî òåëåñíîãî óãëà dΩ = sinϑ dϑ dψ, ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà ïî óãëó ϕ. Òîãäà â äàííîé ñîâîêóïíîñòè äîëÿ îáúåìà ïîëèêðèñòàëëà, äëÿ êîòîðîé
<ìèêðîîñü> O′ξ1 íàõîäèòñÿ â ñåêòîðå ñ óãëîì dϕ, ðàâíà η0 dΩ dϕ. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
âñåì âîçìîæíûì îðèåíòàöèÿì ïîëó÷èì

∫
Ω

dΩ

2π∫
0

η0dϕ = η0

2π∫
0

dϕ

2π∫
0

dψ

π∫
0

sinϑ dϑ = 8π2η0 = 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî η0 = 1/(8π2).
Åñëè êàæäûé ìèêðîîáúåì îáëàäàåò êàêèì{ëèáî ñâîéñòâîì, âûðàæàåìûì ñêàëÿðíîé âå-

ëè÷èíîé F (ϕ, ψ, ϑ), íå çàâèñÿùåé â ïðåäåëàõ ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà ïîëèêðèñòàëëà îò
êîîðäèíàò xi, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû äëÿ òàêîãî îäíîðîäíîãî ïîëèêðèñòàëëà ñî
ñëó÷àéíîé îðèåíòàöèåé çåðåí áóäåò ðàâíî [1]

〈F 〉 = η0

2π∫
0

dϕ

2π∫
0

dψ

π∫
0

F (ϕ, ψ, ϑ) sinϑ dϑ. (7)

Ïðè îñðåäíåíèè õàðàêòåðèñòèê çåðåí, âûðàæàåìûõ âåêòîðíîé âåëè÷èíîé ñ êîìïîíåí-
òàìè F ′

k(ϕ, ψ, ϑ), çàäàííûìè â <ìèêðîîñÿõ> O′ξk, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåâåñòè
ýòè êîìïîíåíòû â <ìàêðîîñè> Oxi ïî ôîðìóëå

Fi(ϕ, ψ, ϑ) = aikF
′
k(ϕ, ψ, ϑ),

à çàòåì ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (7) çàïèñàòü

〈Fi〉 = η0

2π∫
0

dϕ

2π∫
0

dψ

π∫
0

aikF
′
k(ϕ, ψ, ϑ) sinϑ dϑ.

Ñîîòâåòñòâåííî îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè, âûðàæàåìîé òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà
ñ êîìïîíåíòàìè F ′

kl(ϕ, ψ, ϑ), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈Fij〉 = η0

2π∫
0

dϕ

2π∫
0

dψ

π∫
0

aikajlF
′
kl(ϕ, ψ, ϑ) sinϑ dϑ. (8)
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Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðåí ñ êóáè÷åñêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé
îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ñóçèòü äî îäíîãî èç 48-ìè îäèíàêîâûõ ñôåðè÷åñêèõ òðå-
óãîëüíèêîâ (çàøòðèõîâàí íà ðèñ. 1). Ýòî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü îáëàñòü çàäàíèÿ çàâèñèìîñòåé
ïàðàìåòðîâ çåðåí îò óãëîâ Ýéëåðà [1].

2. Îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìè÷åñêîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ íå çàâèñÿò îò óãëîâ Ýéëåðà, à äëÿ ðåàëèçàöèè â ôîðìóëå (8) ïðàâèëà ñóììèðî-
âàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ëàòèíñêèì èíäåêñàì ýòè çíà÷åíèÿ ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â òåíçîðíîé
çàïèñè: λ1 çàìåíèòü íà λ11, ρ1 íà ρ11, λ2 íà λ22 è ò.ä. Òîãäà, ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå, ïîñëå
âûïîëíåíèÿ ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

〈λ1〉 = η0

2π∫
0

dϕ

2π∫
0

dψ

π∫
0

(λ1a
2
11 + λ2a

2
12 + λ3a

2
13) sinϑ dϑ

è àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà äëÿ îñòàëüíûõ îñðåäíåííûõ çíà÷åíèé λk è ρk. Òàêèì îáðàçîì,
îñðåäíåíèå â äàííîì ñëó÷àå ñâåäåíî ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ, ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè
êîòîðûõ ñîäåðæàò êâàäðàòû íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî (6), íàõîäèì

η0

2π∫
0

dϕ

2π∫
0

dψ

π∫
0

a2
33 sinϑ dϑ = η0

2π∫
0

dϕ

2π∫
0

dψ

π∫
0

cos2 ϑ sinϑ dϑ =
1

3
.

Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíó-
ñîâ ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåò îäèíàêîâûì. Â èòîãå çàïèøåì

〈λk〉 =
λ1 + λ2 + λ3

3
è 〈ρk〉 =

1/λ1 + 1/λ2 + 1/λ3

3
.

Îòñþäà, ïðåíåáðåãàÿ â ðàâåíñòâàõ (4) âòîðûìè ñëàãàåìûìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ, äëÿ ýôôåêòèâ-
íîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëèêðèñòàëëà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2) ïîëó÷èì
äâå îöåíêè

λ′u =
λ1 + λ2 + λ3

3
è λ′d =

3

1/λ1 + 1/λ2 + 1/λ3

. (9)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî λ′u/λ′d > 1, íî λ′u/λ′d = 1 òîëüêî â ñëó÷àå λ1 = λ2 = λ3, êîãäà
êðèñòàëëè÷åñêèå çåðíà èçîòðîïíû. Äåéñòâèòåëüíî,

λ′u
λ′d

=
3 + λ1/λ2 + λ2/λ1 + λ2/λ3 + λ3/λ2 + λ3/λ1 + λ1/λ3

9
> 1,
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ïîñêîëüêó ñóììà âçàèìíî îáðàòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû, áîëüøå
äâóõ.
Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (9) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìàëüíûì ïóòåì [5], èñïîëüçóÿ ðàâåí-

ñòâî ïåðâûõ èíâàðèàíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ òåíçîðîâ äëÿ ïîëèêðèñòàëëà è îòäåëüíî âçÿòîãî
êðèñòàëëè÷åñêîãî çåðíà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ïåðâûé èíâàðèàíò ðàâåí
ñóììå äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíòîâ [3]. Èç ðàâåíñòâà âòîðûõ èíâàðèàíòîâ ýòèõ òåíçîðîâ
ñëåäóåò

λ′′u =

√
λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1

3
è λ′′d =

√
3λ1λ2λ3

λ1 + λ2 + λ3

, (10)

ïðè÷åì λ′′u/λ
′′
d > 1. Íàêîíåö, ðàâåíñòâî òðåòüèõ èíâàðèàíòîâ äàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ,

ðàâíûå

λ′′′ = 3
√
λ1λ2λ3. (11)

Ïîêàæåì, ÷òî

λ′u > λ′′u > λ′′′ > λ′′d > λ′d. (12)

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïåðâûì ðàâåíñòâàì (9) è (10),

(λ′u
λ′′u

)2

=
(λ1 + λ2 + λ3)

2

3(λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1)
= 1 +

(λ1−λ2)
2 + (λ2−λ3)

2 + (λ3−λ1)
2

6(λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1)
> 1,

à èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (10) è ôîðìóëû (11) ñëåäóåò(
λ′′u
λ′′′

)2

=
2(λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1)

6(λ1λ2λ3)2/3
.

×èñëèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîùàäü ïîâåðõ-
íîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðåáðàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿì λk, à
çíàìåíàòåëü | êàê ñòåïåííóþ ôóíêöèþ îáúåìà ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Óñëîâèå λ1 = λ2 =

= λ3 ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòó è ïðè ýòîì λ′′u/λ′′′ = 1. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ îáúåìàõ
êâàäðàò èìååò íàèìåíüøóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ëþáûì ïàðàëëåëåïèïå-
äîì, ò.å. ïðè íàðóøåíèè óêàçàííîãî óñëîâèÿ λ′′u/λ′′′ > 1. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (11) è âòîðîãî
ðàâåíñòâà (10) çàïèøåì (

λ′′′

λ′′d

)2

=
(λ1 + λ2 + λ3)/3

3
√
λ1λ2λ3

.

×èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì çíà÷åíèé λk,
êîòîðîå, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè [6], íå ìåíüøå ñòîÿùåãî â çíàìåíàòåëå ñðåäíåãî ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ýòèõ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó λ′′′/λ′′d > 1. Íàêîíåö, èç âòîðûõ ðàâåíñòâ (9) è (10) ñ
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ó÷åòîì âåëè÷èíû ñóììû âçàèìíî îáðàòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóåò

λ′′d
λ′d

=

(
1

λ1

+
1

λ2

+
1

λ3

)2
λ1λ2λ3

3(λ1 + λ2 + λ3)
=

=
λ1(4+λ2/λ3+λ3/λ2) + λ2(4+λ3/λ1+λ1/λ3) + λ3(4+λ1/λ2+λ2/λ1)

6(λ1 + λ2 + λ3)
> 1.

Èòàê, öåïî÷êà íåðàâåíñòâ (12) îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
λ̄ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëèêðèñòàëëà. Äâîéñòâåííàÿ âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëè-
ðîâêà çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè [3] ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî ïåðâîå è âòîðîå
ðàâåíñòâà (10) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé λ+ è íèæíåé λ− îöåíêàìè çíà÷åíèÿ λ̄, è
ïîëó÷èòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëèêðè-
ñòàëëà.

3. Ïîñòðîåíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê

Äëÿïîñòðîåíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê îãðàíè÷åííóþïîâåðõíîñòüþS îáëàñòüV , çàíÿòóþ
ïîëèêðèñòàëëîì, âûáåðåì â âèäå ïðÿìîãî öèëèíäðà ñ ïëîùàäüþ S0 êàæäîãî èç ïàðàëëåëü-
íûõ îñíîâàíèé, îäíî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîñòè x1 = 0, à âòîðîå | ïëîñêîñòè
x1 = H , ò. å. âûñîòà öèëèíäðà ðàâíà H . Áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ïðèìåì èäåàëüíî
òåïëîèçîëèðîâàííîé, òåìïåðàòóðó îñíîâàíèÿ ïðè x1 = 0 ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ, à íà âòî-
ðîì îñíîâàíèè çàäàäèì òåìïåðàòóðó G1H . Â êà÷åñòâå äîïóñòèìîãî äëÿ ìèíèìèçèðóåìîãî
ôóíêöèîíàëà [7]

J [T ] =
1

2

∫
V

∂T

∂xj

λij
∂T

∂xj

dV

ïðèìåì ëèíåéíîå ïî âûñîòå öèëèíäðà ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿ-
þùåé ãðàäèåíòà G1. Òîãäà ïîëó÷èì

J1[T ] =
G2

1

2

∫
V

λ11 dV, (13)

ãäå λ11|êîìïîíåíòà òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðåí â <ìàêðîîñÿõ>Oxi.
Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè â õàîòè-
÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðíàõ ðàâíîâåðîÿòíà, èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè
(13) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå [8] λijδijV/3 = (λ1 + λ2 + λ3)V/3.
Äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà [7]

I[q] = −1

2

∫
V

qiρijqj dV −
∫
S

Tq · n dS,
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ãäå n| åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S, â êà÷åñòâå äîïóñòèìîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà q ïðèìåì ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå q1 = −λG1

åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé ýòîãî âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñíîâàíèÿì öèëèíäðà. Â
ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü

I1[q] = λ
G2

1

2
HS0

(λG1)
2

2

∫
V

ρ11 dV. (14)

ãäå ρ11 | êîìïîíåíòà òåíçîðà òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ çåðåí â <ìàêðîîñÿõ> Oxi. Èíòå-
ãðàë â ðàâåíñòâå (14) â ñèëó ðàâíîâåðîÿòíîé îðèåíòàöèè ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà òåïëîïðîâîä-
íîñòè â êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðíàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå [8] ρijδijV/3 = (1/λ1+1/λ2+1/λ3)V/3.
Ïðèíÿòûå äîïóñòèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà îò-

ëè÷àþòñÿ îò äåéñòâèòåëüíûõ è ïîýòîìó çíà÷åíèÿ J1[T ] è I1[q] íå áóäóò ñîâïàäàòü, ïðè÷åì
J1[T ] > I1[q]. Â ïðîìåæóòêå ìåæäó ýòèìè çíà÷åíèÿìè äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî è çíà-
÷åíèå J0 = (λ/2)G2

1HS0 ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà J [T ] äëÿ îäíîðîäíîé îáëàñòè V
ñ èñêîìûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ. Òîãäà ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (13) èç óñëîâèÿ
J1[T ] > J0 ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó

λ+ =
λ1 + λ2 + λ3

3
> λ, (15)

à ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (14) èç óñëîâèÿ I1[q] ≤ J0 íàéäåì íèæíþþ îöåíêó

λ− =
3

1/λ1 + 1/λ2 + 1/λ3

6 λ (16)

çíà÷åíèÿ λ. Äåéñòâèòåëüíî, ñîïîñòàâëåíèå ñîîòíîøåíèé (9), (15) è (16) ïîêàçûâàåò, ÷òî
λ′u = λ+ è λ′d = λ−.
Äâóñòîðîííèå îöåíêè (15) è (16) ìîæíî ñáëèçèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ âàðèàöèîííûì

ïðèíöèïîì Õàøèíà |Øòðèêìàíà [9]: ïðè óñëîâèè λ3 > λ2 > λ1

λ+ > λ◦+ = λ1
16λ2

1 + 7λ2λ3 + 8λ1(λ2 + λ3)

16λ2
1 + λ2λ3 + 5λ1(λ2 + λ3)

> λ >

> λ3
4λ2

3 + 8(λ1 + λ2)λ3 + 7λ1λ2

16λ2
3 + 5(λ1 + λ2)λ3 + λ1λ2

= λ◦− > λ−. (17)

4. Ó÷åò âçàèìíîãî âëèÿíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðåí

Âçàèìíîå âëèÿíèå ñîñåäíèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðåí íà ëîêàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïå-
ðàòóðû è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà, îòðàæàåìîå âòîðûìè ñëàãàåìûìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
ôîðìóë (4), ìîæíî ó÷åñòü â ðàìêàõ êîððåëÿöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíê-
öèé [10]. Â ïðåäïîëîæåíèè îäíîðîäíîñòè â ïîëèêðèñòàëëå âåêòîðíîãî ïîëÿ ãðàäèåíòà òåì-
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ïåðàòóðû ó÷åò ýòîãî âëèÿíèÿ ïðèâîäèò äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
ê ñîîòíîøåíèþ [9]

λc =
4λ′u
3
− λ2

1 + λ2
2 + λ2

3

9λ′u
. (18)

ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå èçîòðîïíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ çåðåí (λk = λ) îòñþäà ñëåäóåò λc =

= λ′u = λ.

Ïðè òåïëîâîì âçàèìîäåéñòâèè êðèñòàëëè÷åñêîãî çåðíà ýëëèïñîèäàëüíîé (â ÷àñòíîñòè,
øàðîâîé) ôîðìû è îäíîðîäíîãî ïîëèêðèñòàëëà âåêòîðíîå ïîëå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû â
çåðíå îäíîðîäíî [11]. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùóþ
ýòî âçàèìîäåéñòâèå, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå îöåíêè ýôôåêòèâíîãî
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè [1]. Åñëè â êà÷åñòâå ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîé ôîðìû çåðåí
ïðèíÿòü øàð, òî òàêàÿ ìîäåëü ïðèâîäèò ê íåïîëíîìó êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [12]

4λ3 − (λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1)λ− λ1λ2λ3 = 0. (19)

Ñîãëàñíî ïðàâèëàì Øòóðìà è Äåêàðòà [13], âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè λk > 0 ÿâëÿþòñÿ
äåéñòâèòåëüíûìè, íî ñðåäè íèõ ëèøü îäèí ïîëîæèòåëüíûé, óäîâëåòâîðÿþùèé ôèçè÷åñêîìó
ñìûñëó.

Äëÿ òðèãîíàëüíîé, òåòðàãîíàëüíîé è ãåêñàãîíàëüíîé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì äâà
ãëàâíûõ çíà÷åíèÿ òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè ñîâïàäàþò [14]. Ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëèêðè-
ñòàëëó, êðèñòàëëè÷åñêèå çåðíà êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì, ðàññìîòðèì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé λ1 = λ2 > λ3. Íà ðèñ. 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ âûøå
ñîîòíîøåíèé ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíûõ çíà÷åíèé îöåíîê λ̃ = λ/λ1

îò áåçðàçìåðíîãî àðãóìåíòà λ̄ = λ3/λ1. Ïðè ýòîì øòðèõïóíêòèðíàÿ è øòðèõîâàÿ ëèíèè
ñîîòâåòñòâóþò âåðõíåé λ̃+ = λ′u/λ1 = λ+/λ1 è íèæíåé λ̃− = λ′d/λ1 = λ−/λ1 îöåíêàì,
îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëàìè (9), (15) è (16), à òàêèå æå ëèíèè ñî ñâåòëûìè êâàäðàòàìè ÿâëÿ-
þòñÿ ãðàôèêàìè çàâèñèìîñòåé ñîîòâåòñòâåííî λ̃′′u = λ′′u/λ1 è λ̃′′d = λ′′d/λ1, ïîñòðîåííûìè ïî
ôîðìóëàì (10). Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëå (11) è ïðåä-
ñòàâëÿåò çàâèñèìîñòü λ̃′′′ = λ′′′/λ1. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòåé λ̃◦+ = λ◦+/λ1,
λ̃◦− = λ◦−/λ1 è λ̃c = λc/λ1 (ñîîòâåòñòâåííîøòðèõïóíêòèðíàÿ èøòðèõîâàÿ ëèíèè ñ ðîìáàìè è
øòðèõîâàÿ êðèâàÿ ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè) èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ (17) è (18). Íàêîíåö,
ñïëîøíàÿ êðèâàÿ îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü λ̃ø = λø/λ1, ãäå λø | ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ (19).

Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî âñå êðèâûå íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé áåçðàçìåð-
íûìè äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè λ̃+ è λ̃−, íî çà ïðåäåëû ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé áîëåå óçêèìè
áåçðàçìåðíûìè äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè λ̃◦+ è λ̃◦− âî âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà
λ̄ âûõîäèò ãðàôèê çàâèñèìîñòè λ̃′′u, ïðè λ̄ > 0,07| ãðàôèê çàâèñèìîñòè λ̃′′d, à ïðè λ̄ > 0,3|
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ îöåíîê ýôôåêòèâíîãî
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò ïàðàìåòðà λ̄

Òàáëèöà 1

Ñðàâíåíèå îöåíîê ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄

λ̄ 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,99

λ̃+ 0,83333 0,86667 0,90000 0,93333 0,966667 0,99666667

λ̃◦
+ 0,81250 0,85366 0,89286 0,93023 0,965910 0,99665924

λ̃′′
u 0,81650 0,85635 0,89443 0,93095 0,966092 0,99666109

λ̃′′′ 0,79370 0,84343 0,88790 0,92832 0,965489 0,99665549

λ̃c 0,81111 0,85299 0,89259 0,93016 0,965900 0,99665923

λ̃ø 0,80902 0,85208 0,89226 0,93007 0,965891 0,99665923

λ̃′′
d 0,77460 0,83205 0,88192 0,92582 0,964901 0,99664991

λ̃◦
− 0,80000 0,84828 0,89091 0,92973 0,965854 0,99665919

λ̃− 0,75000 0,81818 0,87500 0,92308 0,964286 0,99664430

è ãðàôèê çàâèñèìîñòè λ̃′′′ îò λ̄ = λ3/λ1. Ìàñøòàá ðèñóíêà íå ïîçâîëÿåò âûÿâèòü âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ λ̄ = 1. Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ îöåíîê ïðè λ̄ > 0, 5. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò îñíîâàíèå â äàëüíåéøåì
íàðÿäó ñ äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè λ̃◦+ è λ̃◦− ðàññìàòðèâàòü êàê äîñòîâåðíûå ëèøü îöåíêè
λ̃c è λ̃ø.
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5. Ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå è ñðåäíèå ãåîìåòðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

Âìåñòå ñ òåì ïðè íåêîòîðûõ ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé λ1 = λ2 è λ3 áëèçêèå ê ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè äàþò ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå
è ñðåäíèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîëó÷åííûõ âûøå îöåíîê ñðåäíèõ çíà÷åíèé ýòîãî êîýôôèöèåíòà,
â òîì ÷èñëå è îöåíîê λ̃′′u è λ̃′′d [2]. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò λ̄ áî-
ëåå óçêèõ áåçðàçìåðíûõ äâóñòîðîííèõ îöåíîê λ̃◦+ è λ̃◦− (ñîîòâåòñòâåííî øòðèõïóíêòèðíàÿ
è øòðèõîâàÿ êðèâûå ñ ðîìáàìè), èõ ïîëóñóììû λ̃◦0 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è èõ ñðåäíåãî ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ λ̃◦∗ =

√
λ̃◦+λ̃

◦
− (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè), à òàêæå

çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ M ′ = (λ′u + λ′d)/(2λ1), M ′′ = (λ′′u + λ′′d)/(2λ1) (ñî-
îòâåòñòâåííî øòðèõïóíêòèðíàÿ è øòðèõîâàÿ ëèíèè ñî ñâåòëûìè êâàäðàòàìè) è ñðåäíèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ G′ =

√
λ′uλ

′
d, G′′ =

√
λ′′uλ

′′
d (ñîîòâåòñòâåííî øòðèõïóíêòèðíàÿ è øòðèõîâàÿ

ëèíèè ñî ñâåòëûìè òðåóãîëüíèêàìè) çíà÷åíèé λ̃′u, λ̃′d è λ̃′′u, λ̃′′d.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé
ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò ïàðàìåòðà λ̄

Ïîñòðîåííûå íà ðèñ. 3 ãðàôèêè è çíà÷åíèÿ èõ îðäèíàò ïðè λ̄ > 0, 5 (òàáë. 2) ïîçâî-
ëÿþò ðàññìàòðèâàòü êàê äîñòîâåðíûå ëèøü îöåíêè λ̃◦0 è λ̃◦∗, êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè ñîâïà-
äàþò ïðè λ̄ > 0, 2 (ñì. ðèñ. 3). Òàêèì îáðàçîì, äâóñòîðîííèå îöåíêè ïîëó÷åííûå ïðè
äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ äîïóñòèìûõ äëÿ ìèíèìèçèðóåìîãî è ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíà-
ëîâ ðàñïðåäåëåíèÿõ òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà, äàþò âîçìîæíîñòü âû÷è-
ñëèòü çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêîãî è ãåîìåòðè÷åñêîãî, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè-
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åìëåìûìè îöåíêàìè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà.

Òàáëèöà 2

Ñðàâíåíèå îöåíîê ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄

λ̄ 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,99

λ̃◦
+ 0,81250 0,85366 0,89286 0,93023 0,965910 0,99665924

λ̃◦
0 0,80625 0,85097 0,89188 0,92998 0,965881 0,99665922

λ̃◦
∗ 0,80626 0,85096 0,89188 0,92998 0,965881 0,99665922

M ′ 0,79167 0,84242 0,88750 0,92821 0,965476 0,99665548

M ′′ 0,79555 0,84420 0,88817 0,92838 0,965496 0,99665550

G′ 0,79057 0,84208 0,88741 0,92819 0,965476 0,99665548

G′′ 0,79527 0,84411 0,88815 0,92838 0,965496 0,99665550

λ̃◦
− 0,80000 0,84828 0,89091 0,92973 0,965854 0,99665919

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íå ñîâïàäàþùèõìåæäó ñîáîé ãëàâíûõ çíà÷åíèé òåíçîðà òåïëîïðîâîä-
íîñòè íà ðèñ. 4 â ïðåäïîëîæåíèè λ3 ≤ λ1 ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ̄2 = λ2/λ1

ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíûõ äâóñòîðîííèõ îöåíîê λ̃◦+ è λ̃◦− (ñîîòâåò-
ñòâåííî øòðèõïóíêòèðíûå è øòðèõîâûå ëèíèè ñî ñâåòëûìè ðîìáàìè), à òàêæå çàâèñèìîñòè

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ îöåíîê ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè îò ïàðàìåòðà λ̄ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ̄2
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λ̃c (øòðèõîâûå ëèíèè ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè) è λ̃ø (ñïëîøíûå êðèâûå). Äëÿ âñåõ çíà÷å-
íèé λ̄2 ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé λ̃c è λ̃ø ëåæàò â ïðåäåëàõ ïîëîñ, îãðàíè÷åííûì îöåíêàìè
λ̃◦+ è λ̃◦−, ïðè÷åì øèðèíà ýòèõ ïîëîñ ðàñòåò ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ̄2 îò
åäèíèöû.

Çàêëþ÷åíèå

Èç ïðîâåäåííîãî ñðàâíèòåëüíîãî êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïîäõîäîâ ê îöåíêå ýôôåêòèâ-
íîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñëåäóåò, ÷òî íàèáî-
ëåå äîñòîâåðíûìè ÿâëÿþòñÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ êîððåëÿöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé è â ïðåäïîëîæåíèè ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîé ôîðìû êðèñòàëè÷å-
ñêèõ çåðåí â âèäå øàðà. Â êà÷åñòâå ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé ýòîãî êîýôôèöèåíòà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêîå è ãåîìåòðè÷åñêîå çíà÷åíèé äâóñòîðîííèõ îöåíîê,
ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñòàöèî-
íàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòó ÍØ-255.2012.8 ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïîääåðæêè âå-
äóùèõ íàó÷íûõ øêîë.
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The authors carried out a comparative quantitative analysis of mathematical models for es-
timating effective thermal conductivity coefficient of polycrystalline material which consists of
chaotically oriented anisotropic crystal grains with identical crystal grid. Along with well-known
methods for generating mathematical models, approaches which allowed to obtain new calculat-
ing dependences were also considered. The upper and lower bounds for accepted values of this
coefficient were obtained with the use of a dual variational formulation of a stationary thermal
conductivity problem for a non-homogeneous solid body. Formulas for calculating best-attested
estimations were recommended. These formulas could be used for estimating electric conductivity
of polycrystalline materials due to electro thermal analogy.
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