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Ââåäåíèå

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ãåíåòè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè êëåòî÷íîé òåðàïèè íåîáõî-
äèìî èìåòü êðèòåðèè <îòáðàêîâûâàíèÿ> êóëüòóð, â êîòîðûõ èäåò ñåëåêòèâíîå
ðàçìíîæåíèå êëåòîê ñ àíîìàëüíûìè õðîìîñîìíûìè íàáîðàìè, ò.å. êëîíîîáðà-
çîâàíèå [1, 2]. Òàêèå êðèòåðèè ìîãóò áûòü ðàçðàáîòàíû íà îñíîâå ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà äèíàìèêè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè ñòâî-
ëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà â ðàáîòàõ [4, 5] ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,
à â ðàáîòå [6] îáîñíîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè-
ôèêàöèè è ïîëó÷åíû òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ óêàçàííîé ìîäåëè. Òàêæå
â ðàáîòå [6] íà îñíîâå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàðãèíàëüíûõ ôóíê-
öèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ ïëîòíîñòè ñîâìåñò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, à òàêæå íàõîæäåíèÿ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê
ïàðàìåòðîâ. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ îöåíêè
âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé.
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïðåäëîæåííàÿ â [4, 5, 6] ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ðàçâèòèÿ êëåòî÷-
íîé ïîïóëÿöèè èìååò âèä(

X̃k+1

Ỹk+1

)
=

(
a0 0

b1 a1

)(
X̃k

Ỹk

)
, (1)

ãäå X̃k è Ỹk | ÷èñëåííîñòè íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê â ìîìåíòû
âðåìåíè t, à ïàðàìåòðû a0, a1 è b1 çàäàíû âûðàæåíèÿìè

a0 = (1−M 0)(1− A0) + 2M 0(1− A0)(1− γ0), (2)

a1 = (1−M 1)(1− A1) + 2M 1(1− A1), (3)

b1 = 2M 0(1− A0)γ0. (4)

Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [4], ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïàðàìåòðîâ A0, A1, γ0,
M 0 è M 1, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ (2){(4). Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ j ∈ {0, 1}
îòíîñèòñÿ ê õàðàêòåðèñòèêàì j-é ïîïóëÿöèè, ïðè÷åì çíà÷åíèå j = 0 ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, à j = 1 | àíîìàëüíûõ êëåòîê; Aj |
äîëÿ êëåòîê â j-é ïîïóëÿöèè, ïîãèáàþùèõ íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëå äëèòåëü-
íîñòè tk; M j | äîëÿ êëåòîê â j-é ïîïóëÿöèè, ðàçäåëèâøèõñÿ íà âðåìåííîì
èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè tk.
Ñîãëàñíî (2) ïàðàìåòð a0 îïðåäåëÿåò õàðàêòåð äèíàìèêè ñóììàðíîé ÷è-

ñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, à ïàðàìåòðû a1 è b1, ñîãëàñíî (3),
(4), îïðåäåëÿþò õàðàêòåð äèíàìèêè ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè àíî-
ìàëüíûõ êëåòîê. Ïðè ýòîì a1 õàðàêòåðèçóåò ðàçâèòèå àíîìàëüíûõ êëåòîê, à b1

îïðåäåëÿåò ïåðåðîæäåíèå íîðìàëüíûõ êëåòîê â àíîìàëüíûå.
Â ðàáîòå [6] äëÿ ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (1) a0, a1, b1 èñïîëüçîâàëñÿ åå ðàçíîñòíûé àíàëîã,
çàïèñàííûé íà äâóõòî÷å÷íîì øàáëîíå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1) ñ ó÷åòîì
ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ îøèáêàìè èçìåðåíèé, èìååò âèä(

X2k

Y2k

)
=

(
a0 0

b1 a1

)(
X2k−1

Y2k−1

)
+

(
ε

η

)
, (5)

ãäå ìàòðèöû-ñòðîêè

ε = [ε1, ε2, . . . , εN ] ∈ M1×N(R), η = [η1, η2, . . . , ηN ] ∈ M1×N(R)

ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.
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Ïóñòü {t2n−1; t2n} | n-é äâóõòî÷å÷íûé øàáëîí, ãäå t2n−1 = (2n − 1)τ ,
t2n = 2nτ , â óçëàõ êîòîðîãî èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿX2n−1,X2n

ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ êëåòîê â ìîìåíòû ôèêñàöèè
t2n−1 è t2n ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ Y2n−1, Y2n

ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé àíîìàëüíûõ êëåòîê â ìîìåíòû ôèêñàöèè
t2n−1 è t2n ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìèðóåì ìàññèâû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

X÷ , [X2, X4, . . . , X2N ] ∈ M1×N(R),

Xí÷ , [X1, X3, . . . , X2N−1] ∈ M1×N(R);
(6)

Y÷ , [Y2, Y4, . . . , Y2N ] ∈ M1×N(R),

Yí÷ , [Y1, Y3, . . . , Y2N−1] ∈ M1×N(R).
(7)

Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà
a0 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f(a0|X÷, Xí÷) ∼
{
S2

0 + (Xí÷X
T
í÷)(a

0 − â0)2}−N
2 , (8)

ãäå S2
0 , (X÷ − â0Xí÷)(X÷ − â0Xí÷)

T ≡ ε̂ε̂T .
Çäåñü è äàëåå çíàê ∼ îáîçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü, à êîýôôèöèåíò ïðî-

ïîðöèîíàëüíîñòè ìîæåò áûòü íàéäåí èç óñëîâèé íîðìèðîâêè ïîñëå îïðåäå-
ëåíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñîâìåñòíîé àïîñòåðèîðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.
Ñîãëàñíî [6] ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìå-

òðîâ ìîäåëè a1 è b1 èìååò âèä

f(a1, b1|Y÷, Z) ∼
{
S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T

}−N
2 , (9)

ãäå S2 , (Y÷ − [â1, b̂1]Z)(Y÷ − [â1, b̂1]Z)T ≡ η̂η̂T ,

Z ,

(
Y1, Y3, . . . , Y2N−1

X1, X3, . . . , X2N−1

)
=

(
Yí÷

Xí÷

)
∈ M2×N(R). (10)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (8), (9) ïîëó÷èì ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ a1 è b1.
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2. Ìàðãèíàëüíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèé (6), (7), (10) ïîëó÷àåì

Y÷ = [a1, b1]Z + η. (11)

Ðàâåíñòâî (11) ïðåäñòàâèì â ìàòðè÷íîì âèäå:

Y÷ = [a1, b1]

(
Yí÷

Xí÷

)
+ η, (12)

à ìàòðèöó ZZT | â áëî÷íîì âèäå:(
Yí÷Y

T
í÷ Yí÷X

T
í÷

Xí÷Y
T
í÷ Xí÷X

T
í÷

)
. (13)

Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (13) âûðàæåíèå

S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T (14)

â ôîðìóëå (9) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü:

S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T =

= S2 +
(

a1 − â1 b1 − b̂1
)( Yí÷Y

T
í÷ Yí÷X

T
í÷

Xí÷Y
T
í÷ Xí÷X

T
í÷

)(
a1 − â1

b1 − b̂1

)
=

= S2 + (a1 − â1)Yí÷Y
T
í÷(a

1 − â1) + (b1 − b̂1)Xí÷Y
T
í÷(a

1 − â1) +

+ (a1 − â1)Yí÷X
T
í÷(b

1 − b̂1) + (b1 − b̂1)Xí÷X
T
í÷(a

1 − â1). (15)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè (15) ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè âåëè÷è-
íàìè, ïðè÷åì

Yí÷X
T
í÷ =

N∑
k=1

(yí÷k x÷k) =
N∑

k=1

(xí÷k y÷k) = Xí÷Y
T
í÷,

Xí÷X
T
í÷ =

N∑
k=1

(xí÷k x÷k), Yí÷Y
T
í÷ =

N∑
k=1

(yí÷k y÷k),

âûðàæåíèå (15) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

S2 + (a1 − â1)2Yí÷Y
T
í÷ + 2(a1 − â1)(b1 − b̂1)Xí÷Y

T
í÷ + (b1 − b̂1)2Xí÷X

T
í÷. (16)
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Äàëåå, âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò îòíîñèòåëüíî (b1 − b̂1) â âûðàæåíèè (16),
ïîëó÷èì

S2 + (a1 − â1)2Yí÷Y
T
í÷ + 2(a1 − â1)(b1 − b̂1)Xí÷Y

T
í÷ + (b1 − b̂1)2Xí÷X

T
í÷ =

= S2 +
[
(b1 − b̂1) + (a1 − â1)Yí÷X

T
í÷(Xí÷X

T
í÷)

−1]2Xí÷X
T
í÷ +

+ (a1 − â1)2[Yí÷Y T
í÷ − Yí÷X

T
í÷(Xí÷X

T
í÷)

−1Xí÷Y
T
í÷
]
.

Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé âûðàæåíèå (14) óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T =

= S2 + (a1 − â1)2Fa + (b1 −∆a)
2Xí÷X

T
í÷, (17)

ãäå

Fa = Yí÷Y
T
í÷ − Yí÷X

T
í÷(Xí÷X

T
í÷)

−1Xí÷Y
T
í÷, (18)

∆a = b̂1 − (a1 − â1)Yí÷X
T
í÷(Xí÷X

T
í÷)

−1.

Ñ ó÷åòîì (9) è (17) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ñîâìåñò-
íîé àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé a1 è b1 èñõîäíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (5):

f(a1, b1|Y÷, Z) ∼
{
S2 + (a1 − â1)2Fa + (b1 −∆a)

2Xí÷X
T
í÷
}−N

2 . (19)

Âûðàæåíèå (19) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò ïàðàìåòðà b1 ïðè
çàäàííîì a1. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî âûðàæåíèå ïî b1, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Fa è∆a

íå çàâèñÿò îò b1, íàõîäèì ìàðãèíàëüíóþ àïîñòåðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà a1:

f(a1|Y÷, Z) ∼
∫ ∞

−∞

{
S2 + (a1 − â1)2Fa + (b1 −∆a)

2Xí÷X
T
í÷
}−N

2 db1. (20)

Âûðàæåíèå (20) çàïèøåì â âèäå∫ ∞

−∞
(q2 + b2)−

N
2 db. (21)

ãäå q2 = S2 + (a1 − â1)2Fa è b2 = (b1 −∆a)
2Xí÷X

T
í÷.
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Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (21) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü N | ÷åòíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èìm = N/2, òîãäà

Im =

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)m
=

1

q2

∫ ∞

−∞

(q2 + b2 − b2)db

(q2 + b2)m
=

=
1

q2

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)m−1 −
1

2q2

∫ ∞

−∞

b d(q2 + b2)

(q2 + b2)m
.

Äàëåå, èíòåãðèðóÿ âòîðîå ñëàãàåìîå ïî ÷àñòÿì è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

Im−1 =

∫ ∞

−∞

1

(q2 + b2)m−1 db,

ïîëó÷àåì

Im =
1

q2Im−1 −
1

2q2

b

(1−m)(q2 + b2)m−1

∣∣∣∣∞
−∞

+
1

2q2

1

(1−m)
Im−1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
b

(1−m)(q2 + b2)m−1

∣∣∣∣∞
−∞

= 0,

èìååì
Im =

1

q2

2(1−m) + 1

2(1−m)
Im−1.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîíèçèì ñòåïåíü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äîm =

= 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò N = 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Im =
1

(q2)m−1

m−1∏
i=1

2(i−m) + 1

2(i−m)

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)
=

=
1

(q2)m−1

m−1∏
i=1

2(i−m) + 1

2(i−m)
· 1

q
arctg

b

q

∣∣∣∣∞
−∞

=
1

(q2)m−1/2 K,

ãäå

m− 1

2
=

N − 1

2
, K = π

m−1∏
i=1

2(i−m) + 1

2(i−m)
.

2. Ïóñòü N | íå÷åòíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì

N

2
=

2m + 1

2
= m +

1

2
.
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Òîãäà [7]

Im =

∫ ∞

−∞

1

(q2 + b2)m+1/2db =

=
b

q2(2m− 1)(q2 + b2)m−1/2

∣∣∣∣∞
−∞

+
2m− 2

q2(2m− 1)

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)m−1/2 . (22)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

b

q2(2m− 1)(q2 + b2)m−1/2

∣∣∣∣∞
−∞

= 0,

çàïèøåì (22) â âèäå

Im =
2m− 2

q2(2m− 1)
Im−1,

ãäå
Im−1 =

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)m−1/2 .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîíèçèì ñòåïåíü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äî
m = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò N = 3:

Im =
1

(q2)m−1

m−2∏
i=0

2(m− i)− 2

2(m− i)− 1

(
b

q2
√

(q2 + b2)

∣∣∣∣∞
−∞

+

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)3/2

)
=

=
1

(q2)m−1

m−2∏
i=0

2(m− i)− 2

2(m− i)− 1

(
2

q2 +
b

q2
√

(q2 + b2)

∣∣∣∣∞
−∞

)
=

1

(q2)m
K,

ãäå

m =
N − 1

2
, K = 4

m−2∏
i=0

2(m− i)− 2

2(m− i)− 1
.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå ïîëó÷à-
åòñÿ îäèíàêîâûì, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòûK. Òàêèì îáðàçîì,

f(a1|Y÷, Z) ∼
{
S2 + (a1 − â1)2Fa

}−N−1
2 . (23)

Ïîäñòàâèâ â (23) çíà÷åíèÿ Fa è Z, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

f(a1|Yч , Yí÷, Xí÷) ∼

∼
{
S2 + [δa]

2(Yí÷Y T
í÷ − Yí÷X

T
í÷(Xí÷X

T
í÷)

−1Xí÷Y
T
í÷
)}−N−1

2 , (24)

ãäå [δa] = [a1 − â1], S2 , (Y÷ − [â1, b̂1]Z)(Y÷ − [â1, b̂1]Z)T ≡ η̂η̂T .
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Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü íàéäåíà ìàðãèíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèÿ
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà b1.
Â âûðàæåíèè (16) âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò îòíîñèòåëüíî (a1 − â1) è ïî-

ëó÷àåì:

S2 + (a1 − â1)2Yí÷Y
T
í÷ + 2(a1 − â1)(b1 − b̂1)Xí÷Y

T
í÷ + (b1 − b̂1)2Xí÷X

T
í÷ =

=
[
(a1 − â1) + (b1 − b̂1)Yí÷X

T
í÷(Yí÷Y

T
í÷)

−1]2Yí÷Y T
í÷ +

+ (b1 − b̂1)2[Xí÷X
T
í÷ − Yí÷X

T
í÷(Yí÷Y

T
í÷)

−1Xí÷Y
T
í÷
]
.

Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ôîðìóëó (14) óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T =

= S2 + (b1 − b̂1)2Fb + (a1 −∆b)
2Yí÷Y

T
í÷, (25)

ãäå

Fb = Xí÷X
T
í÷ − Yí÷X

T
í÷(Yí÷Y

T
í÷)

−1Xí÷Y
T
í÷, (26)

∆b = â1 − (b1 − b̂1)Yí÷X
T
í÷(Yí÷Y

T
í÷)

−1.

Ñ ó÷åòîì (9) è (25) ñîâìåñòíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ïàðàìåòðîâ a1 è b1 ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (5) ïðèìåò âèä

f(a1, b1|Y÷, Z) ∼
{
S2 + (b1 − b̂1)2Fb + (a1 −∆b)

2Yí÷Y
T
í÷
}−N

2 . (27)

Âûðàæåíèå (27) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò ïàðàìåòðà a1 ïðè
çàäàííîì b1. Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî a1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Fb è∆b íå çàâè-
ñÿò îò a1, ìîæåì çàïèñàòü ìàðãèíàëüíóþ àïîñòåðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà b1 â ñëåäóþùåì âèäå:

f(b1|Y÷, Z) =

∫ ∞

−∞

{
S2 + (b1 − b̂1)2Fb + (a1 −∆b)

2Yí÷Y
T
í÷
}−N

2 da1. (28)

Âûðàæåíèå (28) çàïèøåì â âèäå∫ ∞

−∞
(q2 + a2)−

N
2 da, (29)

ãäå q2 = S2 + (b1 − b̂1)2Fb, a2 = (a1 −∆b)
2Yí÷Y

T
í÷.
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Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (29) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, ïîäðîáíî ðàññìî-
òðåííûå ïðè íàõîæäåíèè ìàðãèíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà a1.
Â ðåçóëüòàòå ìàðãèíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà b1 ïðèìåò âèä

f(b1|Y÷, Z) =

∫ ∞

−∞

{
S2 + (b1 − b̂1)2Fb + (a1 −∆b)

2Yí÷Y
T
í÷
}−N

2 da1 ∼

∼
{
S2 + (b1 − b̂1)2Fb

}−N−1
2 . (30)

Ïîäñòàâèâ â (30) çíà÷åíèå Fb è Z, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

f(b1|Yч , Yí÷, Xí÷) ∼

∼
{
S2 + [δb]

2(Xí÷X
T
í÷ −Xí÷Y

T
í÷(Yí÷Y

T
í÷)

−1Yí÷X
T
í÷
)}−N−1

2 , (31)

ãäå

[δb] = [b1 − b̂1], S2 , (Yч − [â1, b̂1]Z)(Yч − [â1, b̂1]Z)T ≡ η̂η̂T .

Íàéäåííûå ìàðãèíàëüíûå àïîñòåðèîðíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (5) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äëÿ ïàðàìåòðîâ
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.

3. Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ

Ðàññìîòðèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà a0 è ìàðãè-
íàëüíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1.
Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ èìåþò âèä

f(a0|X÷, Xí÷) ∼
{
S2

0 + (Xí÷X
T
í÷)(a

0 − â0)2}−N
2 ,

S2
0 , (X÷ − â0Xí÷)(X÷ − â0Xí÷)

T ≡ ε̂ε̂T ,

f(a1|Yч ,Yí÷,Xí÷)∼
{
S2 +[δa]

2(Yí÷Y T
í÷−Yí÷X

T
í÷(Xí÷X

T
í÷)

−1Xí÷Y
T
í÷
)}−N−1

2 ,

f(b1|Yч ,Yí÷,Xí÷)∼
{
S2 +[δb]

2(Xí÷X
T
í÷−Xí÷Y

T
í÷(Yí÷Y

T
í÷)

−1Yí÷X
T
í÷
)}−N−1

2 ,

ãäå

[δa]= [a1− â1], [δb]= [b1− b̂1], S2 , (Yч− [â1, b̂1]Z)(Yч− [â1, b̂1]Z)T ≡ η̂η̂T .
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Çäåñü ìàòðèöû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ X÷, Xí÷ îïðåäåëåíû ðàâåí-
ñòâàìè (6), îöåíêà â0 ïàðàìåòðà a0 | ðàâåíñòâîì â0 = X÷X

+
í÷, ìàòðèöû ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ Y , Z îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (10), à îöåíêà [â1, b̂1]

ïàðàìåòðîâ a1, b1 | ðàâåíñòâîì [â1, b̂1] = Y÷Z
+.

Èç âûðàæåíèÿ (8), çàäàþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðà-
ìåòðà a0, ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû âåëè÷èíû a0 − â0 ðàâíî

νa = N − 1. (32)

Ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòèα ïîëóðàçìàõ ñèììåòðè÷íîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà
äëÿ ïàðàìåòðà a0 îïðåäåëÿåòñÿ [3] ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

l(a0) ≡ l(a0, X÷, Xí÷, νa, α) =

√
S2

a

N(Xí÷X
ò
í÷)

h1−α/2(νa),

ãäå νa îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (32), à h1−α/2(νa) | êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ
Ñòüþäåíòà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû νa óðîâíÿ 1− α/2.
×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû âåëè÷èí a1 − â1 è b1 − b̂1 â ðàñïðåäåëåíèè Ñòüþ-

äåíòà, çàäàâàåìûõ âûðàæåíèÿìè (24) è (31), ðàâíî

ν = N − 2. (33)

Ïîëóðàçìàõè l(a1) è l(b1) Ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α ñèììåòðè÷íûõ äîâåðèòåëü-
íûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ a1 è b1 ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ðàâåíñòâàìè [3]:

l(a1) ≡ l(a1, Y÷, Z, ν, α) =

√
S2

NFa
h1−α/2(ν),

l(b1) ≡ l(b1, Y÷, Z, ν, α) =

√
S2

NFb
h1−α/2(ν),

ãäå Fa è Fb îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (18) è (26) ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ñòåïå-
íåé ñâîáîäû ν îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (33), à h1−α/2(ν) | êâàíòèëü ðàñïðå-
äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû νa óðîâíÿ 1− α/2.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïîëó÷åíû ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ a1 è b1 ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïèñûâàþùåé äèíàìèêó
ñåëåêòèâíîãî ðàçìíîæåíèÿ êëîíîîáðàçóþùåé ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê â
êóëüòóðå ñòâîëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà ïðè ñòàíäàðòíûõ ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ
êóëüòèâèðîâàíèÿ áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé ïèòàíèÿ.
Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà a0 è ìàðãèíàëü-

íûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ a1 è b1 ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîçâîëÿþò íàéòè èõ èíòåðâàëüíûå îöåíêè. Òî÷å÷íûå è
èíòåðâàëüíûå îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðå-
àëèçàöèé âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê.
Çíàíèå âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðîãíîç ðàçâèòèÿ êîíêðåò-

íîé èññëåäóåìîé êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ íà ðàííèõ
ñòàäèÿõ êóëüòèâèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-07-00267
è 12-07-00329).
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The mathematical model describing dynamics of human stem cells population
under standard laboratory conditions of cultivation without delivery restrictions is
considered. For this model point estimations of parameters and the joint probability
density function of its parameters are known. The density function is received on the
basis of on Bayesian inference and Jeffreys's invariancy theory, and it is based on
limited sets of experimental data of a state vector. In the paper marginal probability
density functions of parameters of mathematical model are received, confidence
intervals for these parameters are also found.
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