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1. Ââåäåíèå

Êëåòî÷íàÿ òðàíñïëàíòîëîãèÿ | íîâîå ïåðñïåêòèâíîå è áûñòðî ðàçâèâàþ-
ùååñÿ íàïðàâëåíèå â ñîâðåìåííîé ëå÷åáíîé ïðàêòèêå. Ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ
ïåðåñàäêè êëåòêè ïîëó÷àþò â íóæíîì êîëè÷åñòâå ïóòåì èõ ðàçìíîæåíèÿ â ëà-
áîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro), ïîñêîëüêó èñõîäíîãî êîëè÷åñòâà êëåòîê, âçÿòûõ
èç îðãàíèçìà ïàöèåíòà, íåäîñòàòî÷íî.
Â ïðîöåññå ðàçìíîæåíèÿ â ñèëó åñòåñòâåííîé èçìåí÷èâîñòè â êóëüòóðå êëå-

òîê ìîãóò ïîÿâèòüñÿ êëåòêè ñ õðîìîñîìíûìè ìóòàöèÿìè (àíîìàëüíûå êëåòêè),
ïðè÷åì êëîíû àíîìàëüíûõ êëåòîê ìîãóò îáëàäàòü ñåëåêòèâíûì ïðåèìóùå-
ñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëüíûìè êëåòêàìè.
Ïðè òðàíñïëàíòàöèè òàêîãî ìàòåðèàëà èìååòñÿ ðèñê âîçíèêíîâåíèÿ êàíöå-

ðîãåíåçà (ðàêà) ó ïàöèåíòà. Âûðàùèâàíèå òðàíñïëàíòàòà ÿâëÿåòñÿ äîðîãîé è
äëèòåëüíîé ïðîöåäóðîé. Ïðè ýòîì âûÿâëåíèå ôàêòà ïðåîáëàäàíèÿ àíîìàëü-
íûõ êëåòîê íà ïîçäíèõ ñòàäèÿõ âûðàùèâàíèÿ âåäåò ê íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðå-
íèÿ ïðîöåññà, ÷òî ÷òî ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèåì ìàòåðèàëüíûõ è
âðåìåííûõ çàòðàò è, ÷òî ñàìîå âàæíîå, ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè îæèäàíèÿ îïå-
ðàöèè, à çàäåðæêà îïåðàöèè òðàíñïëàíòàöèè ìîæåò íåñòè îïàñíîñòü äëÿ æèçíè
ïàöèåíòà.
Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåæåíèå çà ñîñòàâîì êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè ëàáîðàòîð-

íûìè ìåòîäàìè òðóäîåìêî, à åãî ðåçóëüòàòû íå âñåãäà äîñòîâåðíû. Äëÿ îòáðà-
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êîâêè êóëüòóðû êëåòîê íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìåòîäàõ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìîäåëåé
íà îãðàíè÷åííûõ âûáîðêàõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î çíà÷åíèÿõ âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû è ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäàõ.
Â ðàáîòàõ [11, 12] ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé

ïîïóëÿöèè, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ âèäîâ ñòâîëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà: íîðìàëüíûõ
è àíîìàëüíûõ êëåòîê.
Îñíîâíîé ïðîáëåìîé ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ìàññèâîâ èçìåðåíèé åå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ â
ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Â ðàáîòå îáîñíîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôè-

êàöèè, è íà îñíîâå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

2. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòàõ [11, 12]. Íàïîìíèì, ÷òî â óêàçàííîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêà ñóìììàðíîé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ
êëåòîê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

X((n0 + 1)τ 0) = a0X(n0τ 0) , n0 ∈ {0, 1, 2, . . .};

X(0) = X0 ,

(1)

ãäå

a0 = (1−M 0)(1− A0) + 2M 0(1− A0)(1− γ0), (2)

à äèíàìèêà ñóìììàðíîé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Y ((n1 + 1)τ 1) = a1Y (n1τ 1) + b1X(n1τ 1) , n1 ∈ {0, 1, 2, . . .};

Y (0) = 0,

(3)
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ãäå

a1 = (1−M 1)(1− A1) + 2M 1(1− A1),

b1 = 2M 0(1− A0)γ0.

(4)

Çäåñü X0 | íà÷àëüíàÿ ÷èñëåííîñòü íîðìàëüíûõ êëåòîê; A0, A1 | äîëÿ
íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê, ïîãèáàþùèõ íà âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ
äëèòåëüíîñòè τ 0 è τ 0 ñîîòâåòñòâåííî; γ0 | äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, êà-
æäàÿ èç êîòîðûõ â ïðîöåññå äåëåíèÿ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè
τ 0 ñòàíîâèòñÿ àíîìàëüíîé; M 0, M 0 | äîëÿ íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëå-
òîê, ðàçäåëèâøèõñÿ íà âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ äëèòåëüíîñòè τ 0 è τ 0 ñîîòâåò-
ñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî îöåíèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óêàçàííîé

ìîäåëè íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî îöåíèòü
òîëüêî êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê ïî ðàçëè÷íûì ïàññàæàì
[1, 2, 3]. Ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåðåíèÿ êîëè÷åñòâà íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ
êëåòîê ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîâåäåííûìè ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè óêàçàííîé ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè íà îãðàíè÷åííûõ âûáîðêàõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìåòîäàìè, ïðåäëîæåííûìè â ðàáîòå [8].
Ïðèâåäåì îáùóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó

V (tk+1) = AV (tk), (5)

ãäå V (tk) | n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, A | ìàòðèöà òèïà n × n

ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîëàãàåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ïóñòü â äèñêðåòíûå
ìîìåíòû âðåìåíè tk, k = 1, . . . , 2N , èçâåñòíû çíà÷åíèÿ {Wk, k = 1, 2N}
íàáëþäåíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (5).
Ñäåëàåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk, k = 1, 2N , âîçðàñòàþùàÿ è

δtk = t2k − t2k−1 ≡ const;
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2) íàáëþäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè è ñîäåðæàò ñëó÷àéíûå îøèáêè íàáëþäå-
íèÿ {εk, k = 1, 2N}:

Wk = V (tk) + εk, (6)

ò.å.Wk ≡ Wk(ω) è εk ≡ εk(ω) | ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû;
3) îøèáêè íàáëþäåíèÿ εk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåê-

òîðû, ðàñïðåäåëåííûå ïî n-ìåðíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâîì ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì è íåèçâåñòíîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöåé Σ.

Ïîä çàäà÷åé îöåíèâàíèÿ áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó íàõîæäåíèå îöåíêè ìà-
òðèöû A íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (5) ïî èìåþùèìñÿ
äàííûì íàáëþäåíèé {Wk, k = 1, 2N}.
Ïðè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ áóäåì îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1 (ñì. [8]). Çàäà÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

èñõîäíîé äèñêðåòíîé ëèíåéíîé ìîäåëè (5) ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà íà îãðàíè-
÷åííûõ âûáîðêàõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î çíà÷åíèÿõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ
(6) è âíåøíèõ âîçäåéñòâèé â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ ýêâè-
âàëåíòíà ñîîòâåòñòâóþùåé åé çàäà÷å ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ñ îøèáêàìè â èí-
ñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, çàïèñàííîé íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñèñòåìå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàáëîíîâ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
èçó÷àåìîãî ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàáëîíîâ ñôîðìèðóåì èç ìíîæåñòâà

{Wk, k = 1, 2N} ìíîæåñòâî ÷åòíûõ è ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ óçëîâ. Òîãäà çà-
äà÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ìàòðèöû A íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (5) ïî
èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì íàáëþäåíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ (6) â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ
ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ áóäåò ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ñ
îøèáêàìè â èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ:

W2k = AV (t2k−1) + ε2k, k = 1, N,

W2k−1 = V (t2k−1) + ε2k−1, k = 1, N,

(7)

ãäåWk | n-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè øàáëîíàìè ïðåäñòàâèì çíà÷åíèÿ âåêòîðà V

ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû è çíà÷åíèÿ íàáëþäåíèé âåêòîðà W ñîñòîÿíèÿ
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ñèñòåìû (âåêòîðà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ) â k-å ìîìåíòû âðåìåíè â âèäå
ìàòðèö ðàçìåðíîñòüþ n×N :

V , [V (t1), V (t3), . . . , V (t2N−1)],

W÷ , [W(t2),W(t4), . . . ,W(t2N)],

Wí÷ , [W(t1),W(t3), . . . ,W(t2N−1)],

ε÷ , [ε(t2), ε(t4), . . . , ε(t2N)],

εí÷ , [ε(t1), ε(t3), . . . , ε(t2N−1)].

(8)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ ìàòðèö çàäà÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ (7) ñ îøèáêàìè â
èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä

W÷ = AV + ε÷, k = 1, N,

Wí÷ = V + εí÷, k = 1, N.
(9)

Ïðè èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îáúåìîì 2nN , ïðåäñòàâëåííûõ ìà-
òðèöàìèW÷ èWí÷,íåîáõîäèìîîöåíèòünN ýëåìåíòîâìàòðèöûV íåèçâåñòíûõ
çíà÷åíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû, n2 ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A åå
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è n(n + 1)/2 ýëåìåíòîâ íåèçâåñòíîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé êîâàðèöèîííîé ìàòðèöû Σ ðàçìåðíîñòè n × n ñëó÷àéíûõ îøè-
áîê èçìåðåíèé {εk, k = 1, 2N}, èìåþùèõ íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
N(θn1, Σ).
Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (9) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëî-

âèå [17]

{2nN > nN + n2 + n(n + 1/2)} ⇒ {N > (3n + 1)/2}. (10)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (10) çàäà÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ñ îøèáêàìè â èí-
ñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (9) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê çàäà÷à ðåãðåñ-
ñèîííîãî àíàëèçà | ïîëó÷åíèå îöåíêè íåèçâåñòíîé ìàòðèöûA, îïðåäåëÿåìîé
ñîîòíîøåíèÿìè

W÷ = AWí÷ + ζ,

ζ , ε÷ − Aεí÷, k = 1, N,
(11)

ãäå êàæäûé ñòîëáåö ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ζ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì n-ìåðíûì
ñëó÷àéíûì âåêòîðîì, èìåþùèìè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ N(θn1, Σζ), ãäå Σζ |
êîâàðèöèîííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ n× n. Ýòà ìàòðèöà èìååò âèä

Σζ = Σ + AΣAT (12)
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è çàâèñèò îò ìàòðèöû íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ A èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè (5). Ñ ïîçèöèé êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà [5] ýòî îçíà÷àåò,
÷òî çàäà÷à îöåíèâàíèÿ (11) ëèøü âíåøíå ïîõîæà íà çàäà÷ó êëàññè÷åñêîãî ðå-
ãðåññèîííîãî àíàëèçà, íî òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ [5]. Åå ðàçðåøèìîñòü âåñüìà
ïðîáëåìàòè÷íà. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü [8], ÷òî ïðè óñëîâèè êîììóòàòèâíîñòè
ìàòðèö A è (AΣ)T èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

|Σ + AΣAT | = |Σ||In + AAT |,

(Σ + AΣAT )−1 = (In + AAT )−1(Σ)−1.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ çàäà÷è ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà (11), (12)
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

J(A, Σζ |W÷Wí÷) ∼

∼ |Σζ |−
N
2 exp

{
−1

2
tr
[
(W÷ − AWí÷)(W÷ − AWí÷)

TΣ−1
ζ

]}
=

= |Σ|−
N
2 |In + AAT |−

N
2 ×

× exp
{
−1

2
tr
[
(W÷ − AWí÷)(W÷ − AWí÷)

T (In + AAT )−1Σ−1]}, (13)

ãäå tr[M ] | ñëåä ìàòðèöû M , à W÷ è Wí÷ | ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö
W÷ èWí÷ ñîîòâåòñòâåííî.
Â ðàáîòàõ [7, 8] ïîêàçàíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ Â îöåíêè ìàòðèöû íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ A îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

Â = W÷W
+
í÷, (14)

ãäåW+
í÷|ìàòðèöà, ïñåâäîîáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöåWí÷ [10]. Òàêèì

îáðàçîì, ðåàëèçàöèÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [5, 10] äëÿ ìàòðèöû
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ A â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ åå îöåí-
êîé, ïîëó÷åííîé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ñàìà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ìàòðèöû íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ A â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå òîæå ñîâïàäàåò ñ åå îöåíêîé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è

Â(ω) , W÷W+
í÷.
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Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
è åãî íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ, òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âîñïîëü-
çóåìñÿ ñèìâîëàìè X̃ , Ỹ è ïðåäñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (1), (3) â ñëåäó-
þùåì âèäå:

X̃((n0 + 1)τ 0) = a0X̃(n0τ 0), n0 ∈ {0, 1, 2, . . .};

X̃(0) = X̃0,

Ỹ ((n1 + 1)τ 1) = a1Ỹ (n1τ 1) + b1X̃(n1τ 1), n1 ∈ {0, 1, 2, . . .};

Ỹ (0) = 0,

ãäå X̃((n0 + 1)τ 0) è Ỹ ((n1 + 1)τ 1)| ÷èñëåííîñòè íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ
êëåòîê â ìîìåíòû âðåìåíè t = (n0 + 1)τ 0 è t = (n1 + 1)τ 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (2), ïàðàìåòð a0, îïðåäåëÿåò õàðàêòåð äèíàìèêè

ñóìììàðíîé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, à ïàðàìåòðû a1 è b1,
ñîãëàñíî (4) îïðåäåëÿþò õàðàêòåð äèíàìèêè ñóìììàðíîé ÷èñëåííîñòè ïîïó-
ëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê, ïðè ýòîì a1 õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå àíîìàëüíûõ
êëåòîê, à b1 îïðåäåëÿåò ïåðåðîæäåíèå íîðìàëüíûõ êëåòîê â àíîìàëüíûå.
Ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ìîæíî îöåíèòü òîëüêî êîëè÷åñòâî

íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê â ôèêñèðîâàíííûåìîìåíòû âðåìåíè [1, 2, 3],
ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåðåíèÿ (ôèêñàöèþ) ïðîâîäèì ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè
âðåìåíè, ðàâíûå tk. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî τ1 = τ2 = τ è ïîëîæèì tk = kτ .
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: X̃(tk) =

= X̃k, Ỹ (tk) = Ỹk. ×åðåç Xk è Yk îáîçíà÷èì íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí
X̃k è Ỹk. Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè èçó÷àåìîé ïîïóëÿöèè ïðèìåò âèä(

X̃k+1

Ỹk+1

)
=

(
a0 0

b1 a1

)(
X̃k

Ỹk

)
. (15)

Çàìåòèì, ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû èìååò íèæíåòðåóãîëüíûé âèä, ò.å.
äèíàìèêà ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà
äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê. Ïîýòîìó çàäà÷ó èäåíòèôè-
êàöèè ìîæíî ðàçáèòü íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è: íàõîæäåíèå îöåíêè ïàðà-
ìåòðà a0, îïðåäåëÿþùåãî äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, è
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íàõîæäåíèå îöåíîê ïàðàìåòðîâ a1 è b1, îïðåäåëÿþùèõ äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ïî-
ïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ òèïà
(11) ñ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé A ñâÿçàíî ñ ïðåîäîëåíèåì òðóäíîñòåé
ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà [8].
Ðåøåíèå çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

(15) óäîáíî ïðîâåñòè â òðè ýòàïà:

1) íàéòè òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè;
2) ïðîâåðèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ãèïîòåçó î âèäå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íûõ âîçìóùåíèé;
3) íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìî-
äåëè ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, îäíàêî
ýòîé çàäà÷å áóäåò ïîñâÿùåíî îòäåëüíîå èññëåäîâàíèå.
Â ñëó÷àå, åñëè ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû î âèäå çàêîíà ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ïîêàçàëà, ÷òî ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðå-
äåëåíèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé îòêëîíåíà, ðåøèòü çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (15) ïðåäëîæåííûì íèæå ìåòîäîì íå
óäàåòñÿ.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëè è çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè.

3. Îñíîâíûå ïðèíöèïû áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà

Â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ èñïîëüçóþòñÿ äâà îñíîâíûõ íàïðàâëå-
íèÿ: <êëàññè÷åñêèé> ïîäõîä, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Äæ. Íåéìàíà, Å.Ñ. Ïèðñîíà è
äð., èñïîëüçóåìûéïðè âûáîðêàõ áîëüøîãî îáúåìà, è áàéåñîâñêèé ïîäõîä, îñíî-
âàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Áàéåñà, ÷àñòî èñïîëüçóåìûé ïðè íåáîëüøèõ
îáúåìàõ äàííûõ [9] è ïðè íåèçâåñòíîé êîâàðèöèîííîé ìàòðèöåΣ. Çàìåòèì, ÷òî
áàéåñîâñêèé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ â îñíîâíîì äëÿ îöåíèâàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ
è ýêîíîìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîñêîëüêó îáúåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
îãðàíè÷åí [1, 2, 3], òî èñõîäíóþ çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ áóäåì ðåøàòü íà îñíîâå
áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà [9, 16].
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìå-
òðîâ a0, a1, b1 ìîäåëè (15) âîñïîëüçóåìñÿ áàéåñîâñêèì ïîäõîäîì è òåîðèåé
èíâàðèàíòíîñòè Äæåôôðèñà [9, 15].
Ñëåäóÿ [9, 16], ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î áàéåñîâñêîì ïîäõîäå äëÿ

îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ýòîò ïîäõîä ê èíòåðïðåòàöèè èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èìåþùåéñÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èçó-
÷àåìîì îáúåêòå è ïåðåñìîòðå ýòîé èíôîðìàöèè ñ ó÷åòîì ïîëó÷àåìûõ âûáîðî÷-
íûõ äàííûõ îá èññëåäóåìîì îáúåêòå.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïîëàãàþò, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòíî,

è îíè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ êàêèìè-òî çàðàíåå çàäàííûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè. Ñëó÷àéíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåîòúåìëåìîå ñâîéñòâî îáú-
åêòà, ïðèñóùåå åìó ïî ñàìîé ïðèðîäå. Ïðè ýòîì ïîëàãàþò, ÷òî ñàì ôèçè-
÷åñêèé îáúåêò ïîäâåðæåí íåïðåðûâíûì ñëó÷àéíûì ôèçè÷åñêèì èçìåíåíèÿì.
Ñëó÷àéíîñòü çäåñü ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåðó íåçíàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.
Èäåÿ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáúåäèíÿÿ àïðèîðíóþ

ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ñ èíôîð-
ìàöèåé âûáîðêè ïðè ïîìîùè òåîðåìû Áàéåñà, ïîëó÷àþò àïîñòåðèîðíóþ ôóíê-
öèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ.
Ôîðìóëà Áàéåñà äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà â âèäå

f(θ|y) =
f(θ)f(y|θ)

f(y)
. (16)

Çäåñü f(θ|y) | àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòè âåêòîðà θ ïðè äàííîé ýìïèðè÷åñêîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî âåêòîðà y.
Àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ñîäåðæèò êàê
àïðèîðíóþ, òàê è âûáîðî÷íóþ èíôîðìàöèþ è èñïîëüçóåòñÿ â áàéåñîâñêîì ïîä-
õîäå äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ óòâåðæäåíèé î ïàðàìåòðå p(θ), íàïðèìåð
äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ.
Ôóíêöèÿ f(y|θ) â ôîðìóëå (16)åñòü óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âå-

ðîÿòíîñòè íîâûõ íàáëþäåíèé y ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ, ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò âòîðîãî àðãóìåíòà θ ïðè ôèêñèðîâàííîì ïåðâîì
àðãóìåíòå, è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà p(θ).
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Ôóíêöèÿ f(θ) â ôîðìóëå (16) åñòü àïðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà θ. Îíà áàçèðóåòñÿ íà ïåðâîíà÷àëüíîé èí-
ôîðìàöèè î âåêòîðå ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííîé èç ïðåäûäóùèõ íàáëþäåíèé èëè
ìîäåëèðîâàíèÿ.
Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(θ) âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ íåîáÿçàòåëüíî çàäà-

âàòü òî÷íî, íåîáõîäèìî òîëüêî îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò p(θ).
Ôóíêöèÿ f(y) â ôîðìóëå (16) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

íàáëþäåíèé y äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íàáëþäåíèé y äëÿ

âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ èìååò âèä

f(y) =

∫ ∞

−∞
f(θ)f(y|θ)dθ

è ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé (f(y) = const 6= 0), ôîðìóëà Áàéåñàìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå

f(θ|y) ∼ f(θ)f(y|θ).

Â ñëó÷àå, åñëè àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ áàçèðóåòñÿ íà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ
ðàíåå â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà, òî àïðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò àïðèîðíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè, áàçèðóþùåéñÿ íà äàííûõ.
Åñëè æå òàêèõ äàííûõ íåò èëè èõ î÷åíü ìàëî è îíè íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàê-

òåð, òî àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò ïîëó÷åíà èç òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé
èëè ìîäåëèðîâàíèåì. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ àïðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò àïðèîðíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, íå áàçèðóþùåéñÿ íà äàííûõ.
Ïðè îòñóòñòâèè ðàíåå ïîëó÷åííûõ äàííûõ è êðàéíå îãðàíè÷åííîé èíôîð-

ìàöèè îá èçó÷àåìîì ÿâëåíèè èëè îáúåêòå, ãîâîðÿò, ÷òî àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ <íåÿñíîé> èëè <ðàñïëûâ÷àòîé>. Åñëè àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îòíî-
ñèòñÿ ê ïàðàìåòðàì íåêîòîðîé ìîäåëè è ÿâëÿåòñÿ <íåÿñíîé> èëè <ðàñïëûâ÷à-
òîé>, òî äëÿ àíàëèçà äàííûõ èñïîëüçóþò ðàñïëûâ÷àòóþ àïðèîðíóþ ôóíêöèþ
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.
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Â ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íåèçâåñòíî, ñîãëàñíî [15] ïðåäëàãàþòñÿ
äâà ïðàâèëà âûáîðà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. Åñëè ïàðàìåòð ñóùåñòâóåò â èíòåðâàëå îò −∞ äî ∞, òî åãî àïðèîðíàÿ
âåðîÿòíîñòü äîëæíî ñ÷èòàòüñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé.
Äàííîå ïðàâèëî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåçíàíèÿ çíà÷åíèÿ ïðåäëàãàåò ïðèíÿòü

p(θ)dθ ∼ dθ, −∞ < θ < ∞,

ò.å. p(θ) ∼ const. Ýòî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåñîá-
ñòâåííîé, ïîñêîëüêó ∫ ∞

−∞
p(θ) dθ = ∞.

2. Åñëè ïàðàìåòð θ ñóùåñòâóåò â èíòåðâàëå îò 0 äî ∞, òî àïðèîðíàÿ âå-
ðîÿòíîñòü åãî ëîãàðèôìà äîëæíî ñ÷èòàòüñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé, ò.å.
ïîëàãàþò ϑ = log(θ).
Ýòî ïðàâèëî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåçíàíèÿ çíà÷åíèÿ ïðåäëàãàåò ïðèíÿòü

p(ϑ) dϑ ∼ dϑ, −∞ < ϑ < ∞,

ãäå ϑ = log θ. Ïîñêîëüêó dϑ =
dθ

θ
, ìîæíî çàïèñàòü

p(θ) dθ ∼ dθ

θ
, 0 < θ < ∞.

Ñëåäóÿ äàííîìó ïîäõîäó ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (15)
è çàêîíîâ èõ ðàñïðåäåëåíèÿ.

4. Íàõîæäåíèå òî÷å÷íûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ìîäåëè

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê â0, â1, b̂1 ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû a0, a1, b1 ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (15), îïèñûâàþùåé äèíàìèêó ñóì-
ìàðíûõ ÷èñëåííîñòåé ñóáïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ åå ðàçíîñòíûì àíàëîãîì, çàïèñàííûì íà äâóõòî÷å÷íîì øàáëîíå:(

X2k

Y2k

)
=

(
a0 0

b1 a1

)(
X2k−1

Y2k−1

)
+

(
ε

η

)
, (17)
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ãäå ìàòðèöû-ñòðîêè ε = [ε1, ε2, . . . , εN ] ∈ M1×N(R) è η = [η1, η2, . . . , ηN ] ∈
∈ M1×N(R) ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç óðàâíåíèé ñî-
ñòîÿíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (15).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîæíî

ðàçáèòü íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è, ñíà÷àëà ñôîðìèðóåì ìàññèâû ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà a0, çàòåì ìàññèâû
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ a1 è b1.
Ïóñòü {t2n−1; t2n}|n-é äâóõòî÷å÷íûéøàáëîí óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (1), ãäå

t2n−1 = (2n − 1)τ , t2n = 2nτ , â óçëàõ êîòîðîãî èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå
çíà÷åíèÿ X2n−1, X2n ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ êëåòîê
â ìîìåíòû ôèêñàöèè t2n−1 è t2n ñîîòâåòñòâåííî.
Ôîðìèðóåì ìàññèâû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

X÷ , [X2, X4, . . . , X2N ] ∈ M1×N(R),

Xí÷ , [X1, X3, . . . , X2N−1] ∈ M1×N(R).
(18)

Cîãëàñíî (1) è (18)

X÷ = a0Xí÷ + ε, (19)

ãäå ìàòðèöà-ñòðîêà ε = [ε1, ε2, . . . , εN ] ∈ M1×N(R) ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó-
÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ â èñõîäíîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè (1), îáóñëîâëåííîãî êàê ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè ñàìîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, òàê è òàê è ïîãðåøíîñòÿìè â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå òåîðèè ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö [10] â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (19) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà
a0 ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ÿâíîì âèäå:

â0 = X÷X
+
í÷, (20)

ãäå X+
í÷| ìàòðèöà, ïñåâäîîáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå Xí÷, îïðåäåëåí-

íîé â (18).
Ïóñòü äàëåå {t2n−1; t2n}| n-é äâóõòî÷å÷íûé øàáëîí óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

(3), ãäå t2n−1 = (2n − 1)τ , t2n = 2nτ , â óçëàõ êîòîðîãî èçâåñòíû ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå çíà÷åíèÿ Y2n−1, Y2n ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé àíîìàëüíûõ
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êëåòîê â ìîìåíòû ôèêñàöèè t2n−1 è t2n ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìèðóåì ìàññèâû
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ:

Y÷ , [Y2, Y4, . . . , Y2N ] ∈ M1×N(R),

Yí÷ , [Y1, Y3, . . . , Y2N−1] ∈ M1×N(R),

Z ,

Y1, Y3, . . . , Y2N−1

X1, X3, . . . , X2N−1

 =

Yí÷

Xí÷

 ∈ M2×N(R)

(21)

è, ñîãëàñíî (3), (21), ïîëó÷àåì

Y÷ = [a1, b1]Z + η, (22)

ãäå ìàòðèöà-ñòðîêà

η = [η1, η2, . . . , ηN ] ∈ M1×N(R)

ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (3). Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå òåîðèè ïñåâäîîáðàòíûõ
ìàòðèö [10] è ðàâåíñòâà (22) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàõîäèì ðåàëèçà-
öèþ îöåíêè ïàðàìåòðîâ a1, b1:

[â1, b̂1] = Y÷ Z
+, (23)

ãäå Z+ |ìàòðèöà, ïñåâäîîáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå Z, îïðåäåëåííîé
â (21).

5. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

Âòîðîé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè (15) ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàáîòå [12].
Íà òðåòüåì ýòàïå ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî íàéòè çàêîíû ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (15) è ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Åñëè ñ çàäàííûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè íåò îñíîâàíèé äëÿ îòêëîíåíèÿ îñíîâ-
íîé ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ìàòðèöû-ñòðîêè íåâÿçîê ε, η, îïðåäåëåííûå ðàâåí-
ñòâàìè

ε ≡ [ε1, ε2, . . . , εN ] , X÷ − a0Xí÷,

η ≡ [η1, η2, . . . , ηN ] , Y÷ − [a1, b1]Z,
(24)

ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ðåàëèçàöèé íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî ìîæíî
äîêàçàòü [6], ÷òî áàéåñîâñêèå àïîñòåðèîðíûå çàêîíûðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
a0, a1, b1, ïîñòðîåííûå ñ ó÷åòîì òåîðèè èíâàðèàíòíîñòè Äæåôôðèñà [9, 15],
ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà.
Íàéäåì ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìå-
òðà a0. Cîãëàñíî (1) è (19) õàðàêòåð äèíàìèêè ñóìììàðíîé ÷èñëåííîñòè ïî-
ïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

X÷ = a0Xí÷ + ε ,

ãäå a0 | ïàðàìåòð, îïðåäåëåííûé â (2), ìàòðèöà-ñòðîêà ε = [ε1, ε2, . . . εN ] ∈
∈ M1×N(R) ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ èç óðàâíåíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ â èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1), ìàòðèöû-ñòðîêè

X÷ , [X2, X4, . . . , X2N ] ∈ M1×N(R),

Xí÷ , [X1, X3, . . . , X2N−1] ∈ M1×N(R)

ïðåäñòàâëÿþò èñïîëüçóåìóþ âûáîðêó.
Ýëåìåíòû ìàòðèö-ñòðîêXí÷ èX÷ áóäåì îáîçíà÷àòü xí÷k è x÷k ñîîòâåòñòâåííî

(k = 1, N ). Ýòè ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ
âåëè÷èí [6].
Ïðèìåì äîïóùåíèå [9], ÷òî âñå ýëåìåíòû xí÷k ìàòðèöû Xí÷ ÿâëÿþòñÿ ôèê-

ñèðîâàííûìè íåñòîõàñòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè.
Â ñëó÷àå, åñëè ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ìàòðèöà-ñòðîêà íåâÿçîê ε̂, îïðåäåëåí-

íàÿ ïåðâûì ðàâåíñòâîì (24), ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ðåàëèçàöèé íîðìàëüíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, íå áûëà îòêëîíåíà,
âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûìè ïîëîæåíèÿìè ðåãðåññèîíîãî àíàëèçà [13, 14].
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû εk, k = 1, N , èìåþò

ðàñïðåäåëåíèå N(0, σ2), ò.å. äëÿ ëþáîãî k = 1, N ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
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íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû εk ðàâíî íóëþ (M(εk) ≡ 0), äèñïåðñèÿ ýòîé âåëè-
÷èíû ïîñòîÿííà (D(εk) ≡ σ2), ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû εk è εj íå êîððåëèðîâàíû
M(εkεj) ≡ 0 ïðè k 6= j).
Âîçäåéñòâèå íåó÷òåííûõ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ è îøèáîê â ìîäåëè (1) îïðå-

äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé σ2, íåñìåùåííîé îöåí-
êîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íàÿ îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S2
ε =

(X÷ − â0Xí÷)(X÷ − â0Xí÷)
T

N − 1
=

ε̂ε̂T

(N − 1)
=

1

N − 1

N∑
k=1

ε̂2
k,

ãäå ε̂k = x÷k − â0xí÷k | âûáî÷íàÿ îöåíêà ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî âîçìóùå-
íèÿ εk.
Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìå-

òðà ìîäåëè a0 äëÿ îöåíêè ýòîãî ïàðàìåòðà â0 ïðèìåíèì ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, íå ïðèáåãàÿ ê èñïîëüçîâàíèþ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S2 âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ îöåíêå äèñïåðñèè σ2

è ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé
ñîñòîÿíèÿ â0Xí÷ îò èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèéX÷:

S2 = (X÷ − â0Xí÷)(X÷ − â0Xí÷)
T = ε̂ε̂T . (25)

Îöåíêà ïàðàìåòðà a0 ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåëè-

÷èíà ε̂ε̂T =
N∑

k=1
ε̂2
k ìèíèìèçèðóåòñÿ. Èìååì

S2 = εε̂T = (X÷ − â0Xí÷)(X÷ − â0Xí÷)
T =

= X÷X
T
÷ − â0Xí÷X

T
÷ −X÷X

T
í÷â

0 + â0Xí÷X
T
í÷â

0 =

= X÷X
T
÷ − 2â0Xí÷X

T
÷ + (â0)2Xí÷X

T
í÷. (26)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (26) âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó

â0Xí÷X
T
÷ = X÷X

T
í÷ â

0,

òàê êàêXí÷X
T
÷ =

N∑
k=1

(xí÷k x÷k) è â0 ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ S2(a0) è ïðè-
ðàâíÿåì íóëþ:

dS2

da0 = −2Xí÷X
T
÷ + 2Xí÷X

T
í÷â

0 = 0.

ÎòñþäàXí÷X
T
÷ = Xí÷X

T
í÷â

0. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî â0, íàõîäèì

â0 = (Xí÷X
T
í÷)

−1Xí÷X
T
÷ ≡ X÷X

+
í÷, (27)

÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò (20).
Ïîñêîëüêó Xí÷X

T
í÷ > 0, òî íàéäåííîå çíà÷åíèå â0 åñòü ìèíèìóì ôóíê-

öèè S2(a0).
Ñîâìåñòíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

ïàðàìåòðà a0 è äèñïåðñèè σ2 ñîãëàñíî òåîðåìå Áàéåñà [9] ìîæåò áûòü ïðåäñòà-
âëåíà â âèäå

f(a0, σ2|X÷, Xí÷) ∼ f(a0, σ2) f(X÷|Xí÷, a
0, σ2), (28)

ãäå f(X÷|Xí÷, a
0, σ2)|óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íîâûõ

íàáëþäåíèé X÷ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a0, σ2 è Xí÷, ðàññìà-
òðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, à f(a0, σ2) | ñîâìåñòíàÿ àïðèîðíàÿ
ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè âåëè÷èí a0 è σ2. Çäåñü çíàê
∼ îáîçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü, êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìîæåò
áûòü íàéäåí èç óñëîâèé íîðìèðîâêè ïîñëå îïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ñîâìåñòíîé àïîñòåðèîðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.
Çàïèøåì àïîñòåðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

f(X÷|Xí÷, a
0, σ2) ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè îøèáîê {εi}, çàäàííûõ çíà-

÷åíèÿõ a0,Xí÷ è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè σ2:

f(X÷|Xí÷, a
0, σ2) ∼ (σ2)−N

2
exp
[
− 1

2σ2 (X÷ −Xí÷a
0)(X÷ −Xí÷a

0)T
]
. (29)

Ó÷èòûâàÿ (25) è (27), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì
äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ (X÷ −Xí÷ a

0)(X÷ −Xí÷ a
0)T :

(X÷ −Xí÷ a
0)(X÷ −Xí÷ a

0)T =

=
{
(X÷−Xí÷ â

0)− (a0− â0)Xí÷
}{

(X÷−Xí÷ â
0)− (a0− â0)Xí÷

}T
=

= (X÷ −Xí÷ â
0)(X÷ −Xí÷ â

0)T + (Xí÷X
T
í÷)(a

0 − â0)2 =

= S2 + (Xí÷X
T
í÷)(a

0 − â0)2. (30)
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Çàïèøåì ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà a0 è äèñïåðñèè
σ2. Îíà çàäàåòñÿ êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ ðåçóëüòà-
òîâ âûáîðêè xí÷k , x

÷
k, k = 1, N :

l(a0, σ2|Xí÷, X÷) =
N∏

k=1

f(xнчk , xчk |a0, σ2).

Ðàññìàòðèâàÿ ïëîòíîñòü f(X÷|Xí÷, a
0, σ2), îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøåíèåì

(29) êàê ôóíêöèþ îò a0 è σ2 ïðè ôèêñèðîâàííûõ X÷ è Xí÷ è ó÷èòûâàÿ (30),
ïîëó÷èì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ

l(a0, σ2|Xí÷, X÷) ∼ (σ2)
−N

2 exp

[
−S2 − (Xí÷X

T
í÷)(a

0 − â0)2

2σ2

]
. (31)

Ñîâìåñòíóþ àïðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
f(a0, σ2) ñîãëàñíî [15] áóäåì ñ÷èòàòü ðàñïëûâ÷àòîé. Òàêæå ïðèìåì äîïóùåíèå,
÷òî ïàðàìåòð a0 è âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ σ2 íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåíû, ò.å.
f(a0, σ2) = f(a0)f(σ2).
Àïðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà a0

ñîãëàñíî [15] áóäåì ñ÷èòàòü êîíñòàíòîé, ïîñêîëüêó î çíà÷åíèè a0 íè÷åãî ñêàçàòü
íåëüçÿ è ôîðìàëüíî a0 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò −∞ äî∞. Ïðè ýòîì

f(a0) = const. (32)

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ïðåäïîëîæåíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, òàê êàê ñî-
âìåñòíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè áóäåò
íàéäåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Ïîñêîëüêó σ2 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
îò 0 äî ∞, àïðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ σ,
áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì [15]:

f(σ2) ∼ 1

σ
. (33)

Ñ ó÷åòîì (31), (32) è (33) âûðàæåíèå (28) ïðèìåò âèä

f(a0, σ2|X÷, Xí÷) ∼ (σ2)−
N+1

2 exp

[
−(S2 + (Xí÷X

T
í÷)(a

0 − â0)2)

2σ2

]
. (34)
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Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïîëîæèì χ = σ−2, òîãäà âûðàæåíèå (34) ìîæíî
ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(a0, χ|X÷, Xí÷) ∼ (χ)
N+1

2 exp

[
−(S2 + (Xí÷X

T
í÷)(a

0 − â0)2)χ

2

]
. (35)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè ïàðàìåòðà a0 íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü (35) ïî χ . Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

f(a0|X÷, Xí÷) ∼ (S2 + (Xí÷X
T
í÷)(a

0 − â0)2)−
N
2 ×

×
∫ ∞

0

χ
N−1

2 exp
[
−χ

2
(S2 + (Xí÷X

T
í÷)(a

0 − â0)2)
]

(S2 + (Xí÷XT
í÷)(a

0 − â0)2)−N/2 dχ. (36)

Èç (36) ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà a0 ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

f(a0|X÷, Xí÷) ∼ {S2 + (Xí÷Xí÷
T )(a0 − â0)2}−

N
2 , (37)

ãäå S2 , (X÷ − â0Xí÷)(X÷ − â0Xí÷)
T ≡ ε̂ε̂T .

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìå-
òðîâ ìîäåëè a1 è b1. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1 âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåííûì
âûøå ñïîñîáîì.
Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (22) âåêòîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (÷èñëåí-

íîñòü àíîìàëüíûõ êëåòîê) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Y÷ = [a1, b1] Z + η,

ãäå ìàòðèöà-ñòðîêà η = [η1, η2, . . . , ηN ] ∈ N1×N(R) ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó-
÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (3), à
ìàòðèöà-ñòðîêà Y÷ è ìàòðèöà Z ñîãëàñíî (21) èìåþò âèä

Y÷ , [Y2, Y4, . . . , Y2N ] ∈ M1×N(R),

Z ,

Yí÷

Xí÷

 ∈ M2×M(R),
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ãäå
Yí÷ , [Y1, Y3, . . . , Y2N−1] ∈ M1×N(R),

Xí÷ , [X1, X3, . . . , X2N−1] ∈ M1×N(R).

Äàëåå ýëåìåíòû ìàòðèö Z è Y÷ áóäåì îáîçíà÷àòü zk è y÷k ñîîòâåòñòâåííî
(k = 1, M ).
Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ Y÷ åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò Z ñ òî÷íîñòüþ äî

ðåàëèçàöèè η ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ.
Êàê è ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïà-

ðàìåòðà ìîäåëè a0, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1 ïðèìåì äîïóùåíèå [9], ÷òî âñå
ýëåìåíòû ìàòðèöû Z ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè íåñòîõàñòè÷åñêèìè ïåðåìåí-
íûìè.
Åñëè ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ìàòðèöà-ñòðîêà íåâÿçîê η, îïðåäåëåííàÿ âòîðûì

ðàâåíñòâîì (24), ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ðåàëèçàöèé íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2, íå
áûëà îòêëîíåíà, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηk, k = 1, N (èëè çàâè-
ñèìûå ïåðåìåííûå y÷k ñ ó÷åòîì äîïóùåíèÿ îá èõ íåñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäå),
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíû
ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ðàâíûì íóëþ (M(ηk) = 0, k = 1, N ) è íåèç-
âåñòíîé äèñïåðñèåé σ2 [9].
Ïðèìåíèì ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ îöåíêè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè [a1, b1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S2 âåëè÷èíó, ðàâíóþ ñóììó êâàäðàòîâ îò-
êëîíåíèé ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ñîñòîÿíèÿ [â1, b̂1] Z îò èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
çíà÷åíèé Y÷, ïðîïîðöèîíàëüíóþ îöåíêå äèñïåðñèè σ2:

S2 , (Y÷ − [â1, b̂1]Z)(Y÷ − [â1, b̂1]Z)T = η̂η̂T =
N∑

k=1

η̂2
k (38)

ãäå η̂k | âûáî÷íàÿ îöåíêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ηk, η̂ = Y÷ − [â1, b̂1]Z.
Îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ [a1, b1] ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðåäïî-

ëàãàåò, ÷òî âåëè÷èíà S2 ìèíèìèçèðóåòñÿ:

S2 = η̂η̂T = (Y÷ − [â1, b̂1]Z)(Y÷ − [â1, b̂1]Z)T → min . (39)
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Ðàñêðûâ ñêîáêè â (39) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Y÷([â
1, b̂1]Z)T = Y÷Z

T [â1, b̂1]T = [â1, b̂1]ZY T
÷ ,

ïîñêîëüêó ìàòðèöû [â1, b̂1]ZY T
÷ è Y÷ ZT [â1, b̂1]T èìåþò ðàçìåðíîñòè 1× 1, ïî-

ëó÷èì

S2 = Y÷Y
T
÷ − 2[â1, b̂1]ZY T

÷ + [â1, b̂1]ZZT [â1, b̂1]T . (40)

Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ S2(â1, b̂1), îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøåíèåì (40),
è èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìàôóíêöèèíåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
ïîëó÷èì

−2(ZY T
÷ )T + 2([â1, b̂1])(ZZT ) = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèì îöåíêó âåêòîðà [a1, b1] â âèäå:

[â1, b̂1] = (Y÷ Z
T )(ZZT )−1 = Y÷ Z

+, (41)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöàZZT ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, íàéäåííîå çíà-
÷åíèå [â1, b̂1] ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ôóíêöèè S2. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå
ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ (23).
Ñîâìåñòíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

âåêòîðà ïàðàìåòðîâ [a1, b1]è äèñïåðñèèσ2 Σ ñîãëàñíîôîðìóëåÁàéåñà [9] ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(a1, b1, σ2|Y÷ , Z) ∼ f(a1, b1, σ2)f(Y÷|Z, a1, b1, σ2), (42)

ãäå f(Y÷|Z, a1, b1, σ2)|óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íîâûõ
íàáëþäåíèé Y÷ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ [a1, b1], Σ è
Z, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ,

f(a1, b1, σ2) | ñîâìåñòíàÿ àïðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ [a1, b1] è σ2.
Çàïèøåì àïîñòåðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

f(Y÷|Z, a1, b1, σ2) ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè îøèáîê ηi, çàäàííûõ çíà÷å-
íèÿõ Z, a1, b1 è äèñïåðñèè σ2:

f(Y÷|Z,a1,b1,σ2)∼ (σ2)−N/2 exp
[
− 1

2σ2 (Y÷− [a1,b1]Z)(Y÷− [a1,b1]Z)T
]
. (43)
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Âûðàæåíèå
(Y÷ − [a1, b1]Z)(Y÷ − [a1, b1]Z)T

ñ ó÷åòîì (41) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå:

(Y÷ − [a1, b1]Z)(Y÷ − [a1, b1]Z)T =

=
{
(Y÷ − [â1, b̂1]Z)− [a1 − â1, b1 − b̂1]Z

}
×

×
{
(Y÷ − [â1, b̂1]Z)− [a1 − â1, b1 − b̂1]Z

}T

=

= (Y÷ − [â1, b̂1]Z)(Y÷ − [â1, b̂1]Z)T −

− (Y÷ − [â1, b̂1]Z)([a1 − â1, b1 − b̂1]Z)T −

− ([a1 − â1, b1 − b̂1]Z)(Y÷ − [â1, b̂1]Z)T +

+ [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T =

= S2 − (Y÷ − Y÷Z
T (ZZT )−1Z)([a1 − â1, b1 − b̂1]Z)T −

− ([a1 − â1, b1 − b̂1]Z)(Y÷ − Y÷Z
T (ZZT )−1Z)T +

+ [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöà ZT (ZZT )−1Z ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå, ïîëó÷àåì

S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T . (44)

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ a1, b1 è σ2 çàäàåòñÿ êàê ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âûáîðêè zk,
yчk , k = 1, N :

l(a1, b1, σ2|Z, Y÷) =
N∏

k=1

f(zk, y
ч
k |a1, b1, σ2).

Ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ a1, b1 è σ2 ìîæíî, ðàññìà-
òðèâàÿ (43) êàê ôóíêöèþ îò a1, b1 è σ2 ïðè ôèêñèðîâàííûõ Y÷ è Z. Ñ ó÷åòîì
(44) ïîëó÷èì:

l(a1, b1, σ2|Z, Y÷) ∼ (σ2)−
N
2 exp

[
− 1

2σ2S
2 −

− 1

2σ2

(
a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT

(
a1 − â1, b1 − b̂1)T]. (45)
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Ñîâìåñòíóþ àïðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
f(a1, b1, σ2) ñîãëàñíî [15, 9] áóäåì ñ÷èòàòü ðàñïëûâ÷àòîé. Òàêæå ïðèìåì äîïó-
ùåíèå, ÷òî ýëåìåíòû âåêòîðà [a1, b1] è äèñïåðñèÿ σ2 íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåíû,
ò.å.

f(a1, b1, σ2) = f(a1, b1) f(σ2).

Àïðèîðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ a1, b1

ñîãëàñíî [15] ïîëîæèì êîíñòàíòîé, ïîñêîëüêó î çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ a1 è b1

íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ, è ôîðìàëüíî a1 è b1 ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò −∞
äî +∞. Ïðè ýòîì

f(a1, b1) = const. (46)

Ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ σ2 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (0, +∞), åå
àïðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ñîãëàñíî [15], áóäåò
èìåòü âèä

f(σ2) ∼ 1

σ
. (47)

Ñ ó÷åòîì (45), (46) è (47) ñîîòíîøåíèå (42), îïðåäåëÿþùåå ñîâìåñòíóþ àïîñòå-
ðèîðíîþôóíêöèþïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåèçâåñòíûõ ïàðàìå-
òðîâ a1, b1 è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè σ2, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

f(a1, b1, σ2|Y÷, Z) ∼ (σ2)−
N+1

2 ×

× exp
[
− 1

2σ2

(
S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T

)]
. (48)

Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïîëîæèì

χ = σ−2. (49)

Òîãäà âûðàæåíèå (48) ïðèìåò âèä

f(a1, b1, χ|Y÷, Z) ∼ χ
N+1

2 ×

× exp
[
−1

2

(
S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T

)
χ
]
. (50)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1 íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü (50) ïî χ.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

f(a1, b1|Y÷, Z) ∼
(
S2 + [δa, δb]ZZT [δa, δb]

T
)−N

2 ×

×
∫ ∞

0

exp
[
−χ

2
(S2 + [δa, δb]ZZT [δa, δb]

T
)]

(
S2 + [δa, δb]ZZT [δa, δb]T

)−N
2

dχ, (51)

ãäå δa = a1 − â1, δb = b1 − b̂1.
Èíòåãðàë â (51) ñõîäèòñÿ è åãî çíà÷åíèå ðàâíî êîíñòàíòå. Ïîýòîìó èç (51)

ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè a1 è b1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

f(a1, b1|Y÷, Z) ∼
{
S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T

}−N
2 , (52)

ãäå
S2 , (Y÷ − [â1, b̂1]Z)(Y÷ − [â1, b̂1]Z)T ≡ η̂η̂T .

6. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé
ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó ñåëåêòèâíîãî ðàçìíîæåíèÿ êëîíîîáðàçóþ-
ùåé ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê â êóëüòóðå ñòâîëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà ïðè
ñòàíäàðòíûõ ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ êóëüòèâèðîâàíèÿ áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé
ïèòàíèÿ.
Íà îñíîâå áàåñîâñêîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ a0, a1 è b1 ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
Íà îñíîâå íàéäåííûõ ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

ìîæíî íàéòè èíòåðâàëüíûå îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è èñïîëüçîâàòü èõ
äëÿ àíàëèçà âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ ¹ 12-07-00329 è ¹ 12-

07-00267.
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The algorithm of receiving point estimations of model parameters is developed
for the mathematical model describing dynamics of selective reproduction of klone-
forming population of abnormal cells in culture of human stem cells under standard
laboratory conditions of cultivation without restrictions of a delivery on limited
sampling of experimental data about condition vector values. Overviews onBayesian
inference and Jeffreys's invariancy theory are given. Probability density functions
of distribution of the specified mathematical model parameters are received în the
basis of these theories.
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