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×åòûðåõâèíòîâîé âåðòîëåò (êâàäðîêîïòåð, ÷åòûðåõðîòîðíûé âåðòîëåò) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ñ ÷åòûðüìÿ âèíòàìè (ðèñ. 1). Âèíòû çàêðåïëåíû íà äâóõ ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ êðåñò-íàêðåñò æåñòêèõ áàëêàõ è âðàùàþòñÿ äèàãîíàëüíî â ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèÿõ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 1. Ìîäåëü ÷åòûðåõâèíòîâîãî âåðòîëåòà Ðèñ. 2. Âðàùåíèå âèíòîâ âåðòîëåòà

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå êâàäðîêîïòåðà îïèñûâàåò ïëîñêàÿ ñèñòåìà.
Êàæäîå ðåøåíèå ïëîñêîé ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïðîèçâîëüíûõ ôóíê-
öèé âðåìåíè. Äëÿ óïðàâëåíèÿ òàêèìè ñèñòåìàìè ïðèìåíèì ìåòîä äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé
ñâÿçè. Îäíàêî â ðàáîòàõ [1, 2] ñâîéñòâî ïëîñêîñòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ÷àñòè÷íî: çàäà÷à
ñòàáèëèçàöèè â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðåøàåòñÿ çàìåíîé ñèñòåìû íà åå ëèíå-
àðèçàöèþ, à äëÿ ðåøåíèè çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâèæåíèÿ
âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé.
Â äàííîé ðàáîòå ðåøàþòñÿ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ýòàïàõ âçëåòà è ïîñàäêè,

à òàêæå çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè â îêðåñòíîñòè æåëàåìîé òðàåêòîðèè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè, ðàçðàáîòàííûé äëÿ ïëîñêèõ ñèñòåì [3, 4].
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êâàäðîêîïòåðà

Äâèæåíèå ÷åòûðåõâèíòîâîãî ìèíèâåðòîëåòà ìîæíî ñ÷èòàòü ñóììîé ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è ñôåðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ [2]. Öåíòð
ìàññ êâàäðîêîïòåðà íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè áàëîê, íà êîòîðûõ çàêðåïëåíû âèíòû.
Îáîçíà÷èì çà Ox, Oy, Oz îñè ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñâÿçàííîé ñ çåìëåé), à

çà OX , OY , OZ îñè ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ êâàäðîêîïòåðîì. Íà÷àëî
âòîðîé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ â öåíòðå ìàññ êâàäðîêîïòåðà.
Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

m~a = −mg~ez +R(ψ, ϑ, ϕ)~u,

ãäå ~a = (ẍ, ÿ, z̈)T | ñóììàðíîå óñêîðåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, m | ìàññà ñèñòåìû;
~ez | åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè Oz, R(ψ, ϑ, ϕ) | ìàòðèöà ïîâîðîòà ëî-
êàëüíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ; ψ | óãîë êðåíà; ϑ| óãîë òàíãàæà; ϕ| óãîë
ðûñêàíèÿ; ~u | ñóììà íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó (âêëþ÷àÿ ñèëû ëî-
áîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ñèëó òÿãè âèíòîâ). Ìû áóäåì äëÿ óïðîùåíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ îòñóòñòâóþò è â êà÷åñòâå ~u âûñòóïàåò òîëüêî ñóììàðíàÿ ñèëà òÿãè ÷åòûðåõ
âèíòîâ, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

~u =
4∑
i=1

~fi =
4∑
i=1

kiω
2
i ~e3,

ãäå ~e3 | åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè OZ; ki | íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû; ωi| óãëîâûå ñêîðîñòè âèíòîâ.
Ìàòðèöà ïîâîðîòà â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä (çäåñü îáîçíà÷åíî sinα = sα, cosα = cα):

R(ψ, ϑ, ϕ) =

 cϑ cψ sψ sϑ −sϑ
cψ sϑ sϕ − sψ cϕ sϑ sϕ sψ + cψ cϕ cϑ sϕ

cψ sϑ cϕ + sψ sϕ sϑ sψ cϕ − cψ sϕ cϑ cϕ

 .

Óìíîæèì R(ψ, ϑ, ϕ) íà ~u:

u

 ∗ ∗ −sϑ
∗ ∗ cϑ sϕ

∗ ∗ cϑ cϕ


 0

0

1

 = u

 −sϑ
cϑ sϕ

cϑ cϕ

,
ãäå u =

4∑
i=1

kiω
2
i . Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé:
mẍ = −u sinϑ,

mÿ = u cosϑ sinϕ,

mz̈ +mg = u cosϑ cosϕ.
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Äîïîëíèì ñèñòåìó óðàâíåíèÿìè ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì:

mẍ = −u sinϑ,

mÿ = u cosϑ sinϕ,

mz̈ +mg = u cosϑ cosϕ,

ψ̈ = τ̃ψ,

ϑ̈ = τ̃ϑ,

ϕ̈ = τ̃ϕ,

(1)

ãäå τ̃ = (τ̃ψ, τ̃ϑ, τ̃ϕ)
T | âåêòîð óãëîâûõ óñêîðåíèé òî÷êè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå.

Êâàäðîêîïòåðîì ìîæíî óïðàâëÿòü, òîëüêî óâåëè÷èâàÿ èëè óìåíüøàÿ ñèëó òÿãè êàæäîãî
âèíòà, ò.å. âåëè÷èíàìè fi = kiω

2
i , i = 1, 4. Ïðèâåäåì ôîðìóëû ñâÿçè f1, f2, f3, f4 è u, τ̃ (èõ

âûâîä ìîæíî íàéòè â [2]). Ñ÷èòàåì, ÷òî âèíòû è èõ äâèãàòåëè èäåíòè÷íû: ki = k, i = 1, 4,
à ðàññòîÿíèå èõ äî öåíòðà ìàññ îäèíàêîâî è ðàâíî l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç IG ìàòðèöó èíåðöèè
êâàäðîêîïòåðà è ïîëîæèì ΠG(η) = IGJ(η), ãäå

J(η) =

 1 0 −sϑ
0 cϕ sϕ cϑ

0 −sϕ cϕ cϑ

 .

Òîãäà
τ = ΠG(η)τ̃ + Π̇G(η)η̇, (2)

ãäå η = (ψ, ϑ, ϕ)T , τ = (τψ, τϑ, τϕ)
T è

τψ = k(ω2
1 + ω2

3 − ω2
2 − ω2

4),

τϑ = l(ω2
2 − ω2

4),

τϕ = l(ω2
3 − ω2

1).

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë òÿãè:

f1 = k
( τψ

4k
− τϕ

2l
+

u

4k

)
,

f2 = k
(
− τψ

4k
+
τϑ
2l

+
u

4k

)
,

f3 = k
( τψ

4k
+
τϕ
2l

+
u

4k

)
,

f4 = k
(
− τψ

4k
− τϑ

2l
+

u

4k

)
.

(3)

Äàëåå, ðåøàÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó (1), ñ÷èòàÿ τ̃ è u âõîäîì
(óïðàâëåíèåì) ñèñòåìû. Ïîñëå òîãî, êàê çàêîí óïðàâëåíèÿ â âèäå ôóíêöèé τ̃ è u îò âðåìåíè
è ñîñòîÿíèÿ áóäåò íàéäåí, ìû íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ èñòèííûõ óïðàâëåíèé f1, f2, f3, f4,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2) è (3).
Îòìåòèì, ÷òî âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî τ̃ψ ìû ìîæåì îáåñïå÷èòü ëþáîå çíà÷åíèå óãëà

êðåíà è ïåðâîé ïðîèçâîäíîé óãëà êðåíà, à îò ïåðåìåííîé ψ îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ íå çàâèñÿò.
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Ïîýòîìó ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî îò îñòàëüíûõ è
èññëåäîâàòü ñèñòåìó

mẍ = −u sinϑ,

mÿ = u cosϑ sinϕ,

mz̈ +mg = u cosϑ cosϕ,

ϑ̈ = τ̃ϑ,

ϕ̈ = τ̃ϕ

(4)

ñ ñîñòîÿíèåì (x, y, z, ϑ, ϕ, ẋ, ẏ, ż, ϑ̇, ϕ̇) è óïðàâëåíèåì u, τ̃ϑ, τ̃ϕ.

2. Ìåòîä äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ óïðàâëåíèåì âèäà

ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm, (5)

ãäå t| íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; x| âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; u| âåêòîð óïðàâëåíèÿ (âõîä ñè-
ñòåìû); f | ãëàäêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ. Çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû
(5) çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå òàêîé ôóíêöèè u(t) â êëàññå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ïðè êîòî-
ðîé òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ïåðåõîäèò èç íà÷àëüíîãî (çàäàííîãî) ñîñòîÿíèÿ x(t0) â êîíå÷íîå
(çàäàííîå) ñîñòîÿíèå x(T ) çà çàäàííîå âðåìÿ T − t0.
Äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ñèñòåìû (5) íàçûâàþò îáðàòíóþ ñâÿçü âèäà

ξ̇ = a(t, x, ξ, v), u = b(t, x, ξ, v), ξ ∈ Rd, v ∈ Rm, (6)

ñ ñîñòîÿíèåì ξ, âõîäîì (x, v) è âûõîäîì u. Äèíàìè÷åñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü ìîæíî ïîíèìàòü
êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (5) â ñèñòåìó

ẋ = f(t, x, b(t, x, ξ, v)), ξ̇ = a(t, x, ξ, v) (7)

ñ ñîñòîÿíèåì (x, ξ) ∈ R(n+l) è óïðàâëåíèåì v. Âòîðîå ðàâåíñòâî â (6) îïðåäåëÿåò îòîáðàæå-
íèå èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (7) â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (5).
Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (5) ëèíåàðèçóåìà äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (6) (èëè ïðîñòî

äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà), åñëè ïîëó÷àþùàÿñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîé ñâÿçè ñèñòåìà (7) ïðåîáðà-
çóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó âèäà

y
(ni)
i = vi, i = 1, m, (8)

îáðàòèìîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ

t = t, ỹ = Ỹ (t, x, ξ), v = v, (9)

ãäå ỹ = (y1, ẏ1, . . . , y
(n1−1)
1 , y2, . . . , y

(nm−1)
m )| ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (8).
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Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (5) ìû íàøëè óïðàâëåíèå u(t), êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñëåäîâàòü æåëàåìîé
òðàåêòîðèè x∗(t). Îäíàêî íà òåõíè÷åñêóþ ñèñòåìó ìîãóò âîçäåéñòâîâàòü (êàê ïðàâèëî,
ñëó÷àéíûì îáðàçîì) âíåøíèå ñèëû, êîòîðûå íå ó÷èòûâàþòñÿ â ìîäåëè (5). Â ðåçóëüòàòå
ýòèõ âîçäåéñòâèé ñèñòåìà ìîæåò èçìåíèòü ñâîå ñîñòîÿíèå â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t0
íà x(t0) 6= x∗(t0). Â ýòîì ñëó÷àå ñòàâèòñÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè: èñïîëüçóÿ óïðàâëåíèå,
âåðíóòü ñèñòåìó íà çàäàííóþ òðàåêòîðèþ x∗(t).
Â ñëó÷àå ñèñòåìû (5) ëèíåàðèçóåìîé äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (6) çàäà÷à ñòàáè-

ëèçàöèè ðåøàåòñÿ âûáîðîì òàêèõ ôóíêöèé v = V (t, x, ξ) è ξ∗(t), ÷òî
(
x∗(t), ξ∗(t)

)
åñòü

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = f(t, x, b(t, x, ξ, V (t, x, ξ))), (10)

ξ̇ = a(t, x, ξ, V (t, x, ξ)). (11)

Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ â âèäå

u = b(t, x(t), ξ(t), V (t, x(t), ξ(t))),

ãäå x(t) | òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, à ξ(t) | ðåøåíèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (11) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ξ(t0) = ξ∗(t0).
Çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

x(t0) = x0, x(T ) = xT (12)

äëÿ äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìîé ñèñòåìû (5) ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âñïîìî-
ãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ξ çàäàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, è çàäà÷à
òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòàâèòñÿ äëÿ ðàñøèðåííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé:

x(t0) = x0, x(T ) = xt, ξ(t0) = ξ0, ξ(T ) = ξT . (13)

Ñèñòåìà (7) îáðàòèìîé çàìåíîé ïåðåìåííîé âèäà (9) ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ ñè-
ñòåìó (8). Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå (9), ïîëó÷àåì äëÿ ñèñòåìû (8) çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ

ỹ(t0) = Ỹ (t0, x0, ξ0), ỹ(T ) = Ỹ (T, xT , ξT ). (14)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îáû÷íî èùåòñÿ â êàêîì-òî çàðàíåå çàäàííîì ïðîñòðàíñòâå, íàïðè-
ìåð, â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìîâ ïî t ñòåïåíè 2

m∑
i=1

ni − 1, ãäå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ

âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (14). Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå çà (y∗(t), v(t)),
ãäå vi(t) = (y∗,i(t))

(ni), i = 1, m. Ïðèìåíÿÿ îáðàòíóþ ê (9) çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì
ðåøåíèå (x∗(t), ξ∗(t), v(t)) ñèñòåìû (6). Ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò (13). Òàêèì îáðàçîì,
çàâèñèìîñòü

u(t) = b(t, ξ∗(t), x∗(t), v(t)), t ∈ [t0, T ], (15)
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ðåøàåò çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (12). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè â îêðåñò-
íîñòè òðàåêòîðèè x∗(t) ñòðîèòñÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü

vi = (y∗,i(t))
(ni) +

ni−1∑
j=0

γi,j(y
(j)
i − (y∗,i(t))

(j)), i = 1, m, (16)

ãäå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû γi,j íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (çäåñü ei = yi − y∗,i(t)):

e
(ni)
i =

ni−1∑
j=0

γi,je
(j)
i , i = 1, m. (17)

Îáðàòíàÿ ñâÿçü (16) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñèñòåìû (8). Ðåøåíèå çà-
äà÷è ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñèñòåìû (5) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (15), ãäå v(t) | ôóíêöèÿ (16),
çàïèñàííàÿ â ïåðåìåííûõ x, ξ.

3. Ïëîñêèå ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìû, ê êîòîðûì ïðèìåíèì ìåòîä äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè.
Ñèñòåìà (5) íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé [3], åñëè îïðåäåëåíû òàêèå ôóíêöèè

y1 = h1(t, x, u, u̇, . . . , u
(l)), . . . , yr = hr(t, x, u, u̇, . . . , u

(l)), (18)

÷òî ïåðåìåííûå x è u âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t, ôóíêöèè (18) è èõ ïðîèçâîäíûå â ñèëó ñèñòåìû
(5) äî êàêîãî-òî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, à ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð ýòèõ ôóíêöèé, èõ ïðîèçâîäíûõ
â ñèëó ñèñòåìû (5) è ôóíêöèè t ôóíêöèîíàëüíî-íåçàâèñèì. Ïðè ýòîì íàáîð ôóíêöèé (18)
íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçóþùèì (ïëîñêèì) âûõîäîì ñèñòåìû (5).
Òåîðåìà [2]. Ôóíêöèè

h1 = x, h2 = y, h3 = z (19)

ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèì âûõîäîì ñèñòåìû (4).

J Êîëè÷åñòâî ôóíêöèé ïëîñêîãî âûõîäà ðàâíî êîëè÷åñòâó âõîäîâ ñèñòåìû. Îòñþäà è èç
òåîðåìû 2 èç [4] ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî âûðàçèòü ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç ôóíêöèè
ïëîñêîãî âûõîäà è èõ ïðîèçâîäíûå.
Íåêîòîðûå ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì:

x = h1, y = h2, z = h3,

ẋ = ḣ1, ẏ = ḣ2, ż = ḣ3.

×òîáû âûðàçèòü ϑ è ϕ, çàïèøåì ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) â âèäå

ḧ1 = − u

m
sinϑ,

ḧ2 =
u

m
cosϑ sinϕ,

ḧ3 + g =
u

m
cosϑ cosϕ.

(20)
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Ïîäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå â (20) íà òðåòüå è âûðàçèâ èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ϕ, ïîëó÷èì

ϕ = arctg

(
ḧ2

ḧ3 + g

)
, (21)

à ïîäåëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå â (20) íà òðåòüå è âûðàçèâ îòòóäà ϑ, ïîëó÷èì

ϑ = − arctg

(
cosϕ

ḧ1

ḧ3 + g

)
, (22)

ãäå ϕ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç h ñ ïîìîùüþ (21).
Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè ðàâåíñòâà (21) è (22), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ϑ̇ è ϕ̇. I

Çàìåòèì, ÷òî óïðàâëåíèÿ u, τ̃ϑ è τ̃ϕ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç t, h
(j)
i , i = 1, 3, j = 0, 4.

Äåéñòâèòåëüíî, âîçâåäåì â êâàäðàò âûðàæåíèÿ (20) è ñëîæèì èõ. Ïîñëå âñåõ ñîêðàùåíèé
ïîëó÷èì

u = m

√
ḧ2

1 + ḧ2
2 + (ḧ3 + g)2. (23)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè ïîëó÷åííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû âûðàæåíèÿ äëÿ ϑ̇ è ϕ̇,
ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ τ̃ϑ = ϑ̈ è τ̃ϕ = ϕ̈.

4. Ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè

Ëþáàÿ ïëîñêàÿ ñèñòåìà äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà [3]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé
îáðàòíîé ñâÿçè, ëèíåàðèçóþùåé ñèñòåìó (4), èñïîëüçóåì àëãîðèòì, èçëîæåííûé â [4]. Ââå-
äåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå ξ1, ξ2 ðàâåíñòâàìè

ξ1 =

√
ḧ2

1 + ḧ2
2 + (ḧ3 + g)2, ξ2 = ξ̇1. (24)

Òàêîé âûáîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèè (24) âìåñòå ñ
ôóíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (4) îïðåäåëÿþò îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ê ïåðåìåííûì
h

(j)
i , i = 1, 3, j = 0, 3.
Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, âûðàçèì ïðîèçâîäíûå ξ̇1, ξ̇2 è âõîäû ñèñòåìû

÷åðåç ξ1, ξ2, ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è vi = h
(4)
i , i = 1, 3. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (24) ïî

âðåìåíè, ïîëó÷àåì

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = ξ1(cos2 ϑϕ̇2 + ϑ̇2) − sinϑ · v1 + cosϑ sinϕ · v2 + cosϑ cosϕ · v3.
(25)

Ñóììàðíàÿ ñèëà òÿãè u âûðàæàåòñÿ, èñõîäÿ èç (23) è (24), òðèâèàëüíî:

u = mξ1. (26)

×òîáû âûðàçèòü τ̃ϕ = ϕ̈ è τ̃ϑ = ϑ̈, èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà (21) è (22). Ïîëó÷àåì

τ̃ϕ =
1

ξ1

(
secϑ · (v2 cosϕ− v3 sinϕ) − 2ϕ̇(ξ2 − ξ1ϑ̇ tgϑ)

)
,

τ̃ϑ =− 1

ξ1
cosϕ| secϕ|

(
v1 cosϑ+(v3 cosϕ+ v2 sinϕ) sinϑ+ ξ1 cosϑ sinϑ · ϕ̇2 +2ξ2ϑ̇

)
.

(27)
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Ôîðìóëû (25), (27), (26) îïðåäåëÿþò äèíàìè÷åñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü, ëèíåàðèçóþùóþ
ñèñòåìó (4).

5. Ðåøåíèå çàäà÷ òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñòàáèëèçàöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæíî ïîïàñòü â òî÷êó (xd, yd, zd, 0, 0, 0) èç íóëåâîãî íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ, ïðè÷åì xd = yd = zd = hd. Ïóñòü t0 = 0|íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, t = T |
âðåìÿ îêîí÷àíèÿ äâèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåíà çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0,

ẋ(0) = 0, ẏ(0) = 0, ẋ(0) = 0,

ϑ(0) = 0, ϑ̇(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 0,

x(T ) = hd, y(T ) = hd, z(T ) = hd,

ẋ(T ) = 0, ẏ(T ) = 0, ẋ(T ) = 0,

ϑ(T ) = 0, ϑ̇(T ) = 0, ϕ(T ) = 0, ϕ̇(T ) = 0.

(28)

Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ξ çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ξ1(0) =

= ξ1(T ) = g, ξ2(0) = ξ2(T ) = 0.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è åå íóæíî ïîñòàâèòü â ïåðåìåííûõ h. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè

(19), (20), (21), (22) è ïîñòàâèì çàäà÷ó â ïåðåìåííûõ h:

h1(0) = 0, h2(0) = 0, h3(0) = 0,

ḣ1(0) = 0, ḣ2(0) = 0, ḣ3(0) = 0,

ḧ1(0) = 0, ḧ2(0) = 0, ḧ3(0) = 0,
...
h1(0) = 0,

...
h2(0) = 0,

...
h3(0) = 0,

h1(T ) = hd, h2(T ) = hd, h3(T ) = hd,

ḣ1(T ) = 0, ḣ2(T ) = 0, ḣ3(T ) = 0,

ḧ1(T ) = 0, ḧ2(T ) = 0, ḧ3(T ) = 0,
...
h1(T ) = 0,

...
h2(T ) = 0,

...
h3(T ) = 0,

(29)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïåðåìåííûõ h â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà 7 âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h∗i = −20hd

(
t

T

)7

+ 70hd

(
t

T

)6

− 84hd

(
t

T

)5

+ 35hd

(
t

T

)4

. (30)

Áëàãîäàðÿ âûáîðó íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé ξ1 æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïî âñåì òðåì
êîîðäèíàòàì îäèíàêîâà, à òàêæå êîîðäèíàòà z íå óõîäèò â îòðèöàòåëüíóþ ïîäîáëàñòü. Ýòà
òðàåêòîðèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3 (ïðè T = 4 ñ, hd = 10 ì).
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ çàäà÷è âåðòîëåò ìîæåò èñïûòûâàòü âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ, íåîá-

õîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû âáëèçè æåëàåìîé òðàåêòîðèè. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ óñòîé÷èâóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé:

e
(4)
i = −4

...
e i − 6ëi − 4ėi − ei, i = 1, 3. (31)
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Ðèñ. 3. Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïî êîîðäèíàòå x

Ïîëàãàÿ e1(t) = x(t) − x∗(t), e2(t) = y(t) − y∗(t), e3(t) = z(t) − z∗(t), à òàêæå v1 = x(4)(t),
v2 = y(4)(t), v3 = z(4)(t), èç ôîðìóë (31) ïîëó÷àåì ñòàáèëèçèðóþùóþ îáðàòíóþ ñâÿçü.
Â êà÷åñòâå îáðàòíîé ñâÿçè ïî ψ âûáåðåì îáðàòíóþ ñâÿçü, ñòàáèëèçèðóþùóþ íóëåâîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óãëà êðåíà, ò.å.

τ̃ψ = −ψ − ψ̇.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü äîïóñòèìîñòü íàéäåííîãî
óïðàâëåíèÿ. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

fi > 0, i = 1, 4, (32)

ãäå fi | ñèëà òÿãè i-ãî âèíòà. Äëÿ ïðîâåðêè (32) âû÷èñëèì ìàòðèöó IG èíåðöèè êâàäðî-
êîïòåðà. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè êâàäðîêîïòåðà ìàòðèöà IG äèàãîíàëüíàÿ. Äëÿ ïðîñòîòû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî êâàäêîïòåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó òî÷å÷íûõ ìàññ, ïðè÷åì â öåíòðå
ìàññ ñîñðåäîòî÷åíà ìàññà â 1,2 êã, à íà ìåñòå âèíòîâ | ìàññû ïî 0,2 êã. Âèíòû óäàëåíû îò
öåíòðà ìàññ íà ðàññòîÿíèå l = 0,25 ì. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôîðìóëû, ïîëó÷àåì

IG =

 0,02 0 0

0 0,02 0

0 0 0,04

 .

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çíà÷åíèÿ τ̃(t) è u(t) â ôîðìóëû (2) è (3), íàõîäèì
f1(t), . . . , f4(t) è ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ (32).
Ðåøèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êâàäðîêîïòåðà íà ýòàïå

âûïîëíåíèÿ ïðåäïîñàäî÷íûõ ìàíåâðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæíî ïåðåâåñòè âåðòîëåò
èç ïîëîæåíèÿ (hd, hd, hd) â ïîëîæåíèå (0, 0, hk), ãäå hk | äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê íóëþ çíà÷å-
íèå (ïîñëå äîñòèæåíèÿ ýòîé òî÷êè ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïàðêîâêè, êîòîðàÿ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
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ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåíà çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

x(0) = hd, y(0) = hd, z(0) = hd,

ẋ(0) = 0, ẏ(0) = 0, ẋ(0) = 0,

ϑ(0) = 0, ϑ̇(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 0,

x(T ) = 0, y(T ) = 0, z(T ) = hk,

ẋ(T ) = 0, ẏ(T ) = 0, ẋ(T ) = 0,

ϑ(T ) = 0, ϑ̇(T ) = 0, ϕ(T ) = 0, ϕ̇(T ) = 0.

(33)

Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ξ çàäàäèì îïÿòü æå ξ1(0) = ξ1(T ) = g, ξ2(0) = ξ2(T ) =

= 0. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà 7 èìååò âèä

h∗i = hd + 20hd

(
t

T

)7

− 70hd

(
t

T

)6

+ 84hd

(
t

T

)5

− 35hd

(
t

T

)4

, i= 1,2;

h∗3 =hd+20(hd−hk)
(
t

T

)7

−70(hd−hk)
(
t

T

)6

+84(hd−hk)
(
t

T

)5

−35(hd−hk)
(
t

T

)4

.

(34)

Íà ðèñ. 4 è 5 èçîáðàæåíà æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïî êîîðäèíàòàì x è z (ïðè hk = 0,5).

Ðèñ. 4. Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ
ïî êîîðäèíàòå x

Ðèñ. 5. Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ
ïî êîîðäèíàòå z

6. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðèâåäåì ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è ñèëû òÿãè îò âðåìåíè. Êàê
èçâåñòíî, âåðòîëåò ìîæåò èñïûòûâàòü âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè âîçäåé-
ñòâèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ òåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìó îòêëîíèëè îò íóëåâîãî
ïîëîæåíèÿ òàê, ÷òî

x(t0) = −1; y(t0) = −1; z(t0) = 0,2;

ẋ(t0) = 0,5; ẏ(t0) = 0,5; ż(t0) = 0,5;

Âêà÷åñòâå âðåìåíè îêîí÷àíèÿ äâèæåíèÿ âûáåðåìT = 10 ñ, ÷òîáû îáðàòíàÿ ñâÿçü <óñïåëà
ñðàáîòàòü>. Íà ðèñ. 6{15 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (ãðàôèêè
y è ẏ ñîâïàäàþò ñ ïðèâåäåííûìè ãðàôèêàìè x è ẋ) è ñèëû òÿãè îò âðåìåíè ïðè îòñóòñòâèè
âíåøíèõ âîçäåéñòâèé è ïðè íàëè÷èè óêàçàííûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé.
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Ðèñ. 6. Ãðàôèê x(t) Ðèñ. 7. Ãðàôèê ẋ(t)

Ðèñ. 8. Ãðàôèê z(t) Ðèñ. 9. Ãðàôèê ż(t)

Ðèñ. 10. Ãðàôèê ϑ(t) Ðèñ. 11. Ãðàôèê ϕ(t)

Ðèñ. 12. Ãðàôèê f1(t) Ðèñ. 13. Ãðàôèê f2(t)
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Ðèñ. 14. Ãðàôèê f3(t) Ðèñ. 15. Ãðàôèê f4(t)

Íà ãðàôèêàõ âèäíî, ÷òî æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ êâàäðîêîïòåðà ÿâëÿåòñÿ àññèì-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè óïðàâëåíèÿ.
Ïðèâåäåì ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ íà ýòàïå âûïîëíåíèÿ ïðåäïîñà-

äî÷íûõ ìàíåâðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíåøíèå âîçìóùåíèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ íà÷àëüíûì
âîçäåéñòâèåì íà ñèñòåìó òàê, ÷òî

x(t0) = y(t0) = z(t0) = hd + 1, ẋ(t0) = ẏ(t0) = ż(t0) = −0,5.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ íà ýòàïå âûïîëíåíèÿ
ïðåäïîñàäî÷íûõ ìàíåâðîâ, â êà÷åñòâå âðåìåíè îêîí÷àíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíî T = 10ñ
(ðèñ. 16{25).

Ðèñ. 16. Ãðàôèê x(t) Ðèñ. 17. Ãðàôèê ẋ(t)

Ðèñ. 18. Ãðàôèê z(t) Ðèñ. 19. Ãðàôèê ż(t)
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Ðèñ. 20. Ãðàôèê ϑ(t) Ðèñ. 21. Ãðàôèê ϕ(t)

Ðèñ. 22. Ãðàôèê f1(t) Ðèñ. 23. Ãðàôèê f2(t)

Ðèñ. 24. Ãðàôèê f3(t) Ðèñ. 25. Ãðàôèê f4(t)

Âèäíî, ÷òî æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ àññèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè óïðàâëåíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ìåòîä äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè, ðàç-
ðàáîòàííûé äëÿ ïëîñêèõ ñèñòåì, ïðèìåíèì è ê ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ÷å-
òûðåõâèíòîâîãî âåðòîëåòà, íåñìîòðÿ íà åå ñëîæíîñòü (12-ìåðíîå ñîñòîÿíèå è 4-ìåðíîå
óïðàâëåíèå).
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An aerial vehicle with four rotors (the four-rotor rotorcraft) is considered. Rotors are attached
to two bars rigidly fastened in the middle. Rotors on different bars rotate in opposite directions.
Changes of tractive forces of rotors allow controlling motion of the rotorcraft. The mathematical
model of such aerial vehicle represents a dynamical system with a 12-dimensional state and a
4-dimensional control. In the article, a dynamic feedback linearizing this system is constructed.
The feedback is used to track given reference trajectories with stability at the stages of take-off and
landing. The admissibility of the found input is checked. Numerical simulation results demonstrate
effectiveness of the approach.
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