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1. Ââåäåíèå

Ïðèìåíåíèå êëåòî÷íîé òåðàïèè â ñîâðåìåííîé ëå÷åáíîé ïðàêòèêå ñäåðæè-
âàåòñÿ ñëîæíîñòüþ êîíòðîëÿ çà õîäîì äåëåíèÿ êëåòîê ïðè ðàçâèòèè êëåòî÷íîé
ïîïóëÿöèè â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro). Ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìîãî äëÿ
ëå÷åáíûõ öåëåé êîëè÷åñòâà ñòâîëîâûõ êëåòîê ïóòåì ðàçìíîæåíèÿ in vitro âû-
çâàíî òåì, ÷òî èñõîäíîãî êîëè÷åñòâà êëåòîê, âçÿòûõ èç îðãàíèçìà ÷åëîâåêà,
íåäîñòàòî÷íî.
Â ïîëó÷åííûõ îáðàçöàõ êëåòîê è ïîñëå èõ ðàçìíîæåíèÿ â êóëüòóðå â ñèëó

åñòåñòâåííîé èçìåí÷èâîñòè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ êëåòêè ñ õðîìîñîìíûìè ìóòà-
öèÿìè (àíîìàëüíûå êëåòêè). Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ êëîíû àíîìàëüíûõ êëåòîê
ìîãóò ðàçìíîæàòüñÿ íåêîíòðîëèðóåìî [1]. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê "çàãðÿçíå-
íèþ" êëåòî÷íîãî ìàòåðèàëà àíîìàëüíûìè êëåòêàìè, ÷òî ïðè òðàíñïëàíòàöèè
ïàöèåíòó ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ çëîêà÷åñòâåííûõ îïóõîëåé.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè êëåòî÷íîé òåðàïèè íåîáõîäèìî èìåòü êðè-

òåðèè "îòáðàêîâûâàíèÿ" êóëüòóð, â êîòîðûõ èäåò ñåëåêòèâíîå ðàçìíîæåíèå
êëåòîê ñ àíîìàëüíûìè õðîìîñîìíûìè íàáîðàìè ñ ïîäàâëåíèåì ðàçâèòèÿ íîð-
ìàëüíûõ êëåòîê. Îöåíêà áåçîïàñíîñòè êëåòî÷íûõ òåõíîëîãèé íåïîñðåäñòâåííî
ëàáîðàòîðíûìè ìåòîäàìè äëèòåëüíà, ñëîæíà è òðóäîåìêà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîé äèíàìèêè êëåòî÷íîé
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ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçìíîæàþùàÿñÿ in vitro êóëüòóðà êëåòîê,

â êîòîðîé ðàçëè÷àþò äâà òèïà êëåòîê: íîðìàëüíûå ("çäîðîâûå") è àíîìàëüíûå
("àíåóïëîèäíûå").
Ïðåäëîæåííàÿ àâòîðîì â [2, 3] ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñåëåêòèâ-

íîãî ðàçìíîæåíèÿ êëîíîîáðàçóþùåé ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê íå ó÷èòû-
âàåò òàêèõ åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé ïðè êóëüòèâèðîâàíèè â ëàáîðàòîðíûõ
óñëîâèÿõ, êàê îãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííûå ïè-
òàòåëüíûå ðåñóðñû.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áîëåå ïîëíîé ìîäåëè ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè â âèäå ñèñòåìû îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïîëó÷åííîé
ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

2. Ó÷åò âëèÿíèÿ ïëîòíîñòíîãî ôàêòîðà

Â ðàáîòàõ [2, 3] áûëà ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñóì-
ìàðíûõ ÷èñëåííîñòåé äâóõ ñïåöèôè÷åñêèì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ êëå-
òî÷íûõ ïîïóëÿöèé, îáðàçóþùèõ èçîëèðîâàííóþ ïîïóëÿöèîííóþ ñèñòåìó, è
ïîëó÷åí åå íåïðåðûâíûé àíàëîã

dx

dt
= (a0 − 1)х , t > 0

dy

dt
= µ((a1 − 1)y + b1x), t > 0

x(0) = 1, y(0) = 0

(1)

ãäå t | áåçðàçìåðíîå âðåìÿ; x | íîðìèðîâàííàÿ ñóììàðíàÿ ÷èñëåííîñòè ïî-
ïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê; y | íîðìèðîâàííàÿ ñóììàðíàÿ ÷èñëåííîñòè ïî-
ïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê; µ = τ 0/τ 1 | êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé
îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ðàçìíîæåíèÿ àíîìàëüíûõ è íîðìàëüíûõ êëåòîê, τ0 è τ1

| ñðåäíÿÿ äëèòåëüíîñòè ïðîäîëæèòåëüíîñòü êëåòî÷íûõ öèêëîâ íîðìàëüíûõ è
àíîìàëüíûõ êëåòîê, à êîìïëåêñíûå ïàðàìåòðû a0, a1, b1 îïðåäåëåíû ñîîòíîøå-
íèÿìè
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a0 = (1−Mi0)(1− AE0) + 2Mi0(1− AE0)(1− γ0),

a1 = (1−Mi1)(1− AE1) + 2Mi1(1− AE1),

b1 = 2Mi0(1− AE0)γ0.

(2)

ÇäåñüAEj |äîëÿ êëåòîê â j-îé ïîïóëÿöèè, ïîãèáàþùèõ íà âðåìåííîì èíòåð-
âàëå äëèòåëüíîñòè τ j; Mij | äîëÿ êëåòîê â j-îé ïîïóëÿöèè, ðàçäåëèâøèõñÿ
íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τ j; γ0 | äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, êà-
æäàÿ èç êîòîðûõ â ïðîöåññå äåëåíèÿ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τ 0

ñòàíîâèòñÿ àíîìàëüíîé.
Ïðè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî AEj ∈ (0, 1),

∀j ∈ {0, 1}, è γ0 ∈ (0, 1), ïîñêîëüêó ïðè çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ðàâíûõ
íóëþ èëè åäèíèöå, ìîäåëü (1) íå èíòåðåñíà ñ áèîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Â ìîäåëè (1) áåçðàçìåðíîå âðåìÿ t ñâÿçàíî ñ òåêóùèì âðåìåíåì t ñîîòíîøå-

íèåì t = τ 0t, à ñàìà ìîäåëü ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé äèñêðåòíîé ìîäåëè [2] ñòàí-
äàðòíûìè ìåòîäàìè [4] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè τ0 → 0.
Èçâåñòíî [5{7], ÷òî áîðüáà çà ðåñóðñû îêàçûâàåò äîìèíèðóþùåå âëèÿíèå íà

ïðîöåññû ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê èçó÷àåìîé ïîïóëÿöèîííîé
ñèñòåìå ýòîò ôàêò íàõîäèò ñâîå îòðàæåíèå(â ïåðâóþ î÷åðåäü) â íàëè÷èå ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè äîëè ðàçäåëèâøèõñÿ êëåòîê (ïàðàìåòðû {Mij}1

j=0) îò
ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ (j = 0) è àíîìàëüíûõ (j = 1)

êëåòîê.
Ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè "in vitro" ïðîèñõîäèò â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííûõ ïèòàòåëüíûõ ðåñóðñîâ, ïîýòîìó ÷è-
ñëåííîñòü ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà
êëåòîê â åäèíèöå îáúåìà, òî åñòü îò ïëîòíîñòíîãî ôàêòîðà.
Îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì [7,8] è ñ ó÷åòîì åñòåñòâåííûõ îãðà-

íè÷åíèéMij ∈ (0, 1), ∀j ∈ {0, 1}, ïðèìåì

Mij =


0 ; αj − βj0x− βj1y ≤ 0

αj − βj0x− βj1y ; αj − βj0x− βj1y ∈ (0, 1)

1 ; αj − βj0x− βj1y ≥ 1

(3)

Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà (3), àíàëîãè÷íà ñòàíäàðòíîé èñïîëüçóåìîé äëÿ âîëüòåððîâñêèõ ìîäå-
ëåé [6{8], íî ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè ðàññìàòðèâàåìîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû:
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βij | óìåíüøåíèå äîëè äåëÿùèõñÿ êëåòîê íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëü-
íîñòè τ j êàê çà ñ÷åò âíóòðè ïîïóëÿöèîííîé j = i, òàê è çà ñ÷åò ìåæïîïóëÿöè-
îííîé j 6= i êîíêóðåíöèè. Â ñèëó óêàçàííîé èíòåðïðåòàöèè ïðèìåì βij > 0,
∀ i, j ∈ {0, 1}. Èíòåðïðåòàöèÿ ïàðàìåòðà αj èäåíòè÷íà èíòåðïðåòàöèè ïàðà-
ìåòðàMij , è 0 ≤ αj ≤ 1, ∀ j ∈ {0, 1}.
Cîãëàñíî êëàññèôèêàöèè òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ "ïî ðåçóëüòàòó" [7], äëÿ

ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîïóëÿöèåé àíîìàëüíûõ êëå-
òîê ÿâëÿåòñÿ âðåäíûì, òàê êàê â ïðîöåññå äåëåíèÿ ÷àñòü íîðìàëüíûõ êëåòîê
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â àíîìàëüíûå, à äëÿ ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ýòî âçà-
èìîäåéñòâèå ïî óêàçàííîé âûøå ïðè÷èíå ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì. Òàêèì îáðàçîì
â èçó÷àåìîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå òèï âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îáðàçóþùèìè
åå êëåòî÷íûìè ïîïóëÿöèÿìè | "õèùíèê {æåðòâà" [7], ãäå â ðîëè "õèùíèêà"
âûñòóïàåò ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê (j = 1), à â ðîëè "æåðòâû" | ïîïó-
ëÿöèÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê (j = 0).
Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ïðè ïðîâåäåíèè êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1){(3) îãðàíè÷èìñÿ îáëàñòüþ G ôàçîâîé ïëîñêîñòè x0y,
îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèíÿìè

G = G0 ∩G1 6= ∅,
G0 = {(x, y) |x ∈ R, y ∈ R; 0 ≤ α0 − β00x− β01y ≤ 1; x ≥ 0; y ≥ 0},
G1 = {(x, y) |x ∈ R, y ∈ R; 0 ≤ α1 − β10x− β11y ≤ 1; x ≥ 0; y ≥ 0}.

(4)

Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (2), (3) â (1), â îáëàñòè G ïîëó÷èì íåëèíåéíóþ
ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx

dt
= h01х + h02x

2 + h03xy,

dy

dt
= h11x + h12y + h13x

2 + h14xy + h15y
2,

(5)

ãäå

h01 = (1− AE0)(1− 2γ0)α0 − AE0, h02 = −β00(1− AE0)(1− 2γ0),

h03 = −β01(1− AE0)(1− 2γ0), h11 = 2µα0(1− AE0)γ0,

h12 = µ((1− AE1)α1 − AE1), h13 = −2µβ00(1− AE0)γ0,

h14 = −µ(β10(1− AE1) + 2β01(1− AE0)γ0), h15 = −µβ11(1− AE1).

(6)
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Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â êîýôôèöèåíòû hij , ìåíÿþòñÿ â ñëåäó-
þùèõ äèàïàçîíàõ: AEj ∈ (0, 1), γ0 ∈ (0, 1), βij > 0, αj ∈ (0, 1) ñîãëàñíî
ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðîâ AE0, AE1, γ0, βij , αj .

3. Òî÷êè ïîêîÿ

Ñîãëàñíî [9] òî÷êè ïîêîÿ èçó÷àåìîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, çàäàâàå-
ìûõ ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ èç (5):{

h01х + h02x
2 + h03xy = 0,

h11x + h12y + h13x
2 + h14xy + h15y

2 = 0,
(7)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïî-
íÿòèÿ [10]:
(1) âûðîæäåííàÿ òî÷êà ïîêîÿ | òî÷êà ïîêîÿ Ok(xk, yk), õîòü îäíà èç êîîð-

äèíàò êîòîðîé xk èëè yk ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé;
(2) âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïîêîÿ | òî÷êà ïîêîÿOk(xk, yk), îáå êîîðäèíàòû êîòî-

ðîé ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Âûðîæäåííûå òî÷êè ïîêîÿ. Èç àíàëèçà ñèñòåìû (7) âûòåêàåò, ÷òî â îá-
ùåì ñëó÷àå èçó÷àåìàÿ ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü áîëåå äâóõ âû-
ðîæäåííûõ òî÷åê ïîêîÿ â îáëàñòè G, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèÿìè (4). Ïðè
ýòîì òî÷êà ïîêîÿ O1(0, 0) ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó âûìèðàíèþ ïîïóëÿöèîííîé
ñèñòåìû, à òî÷êà ïîêîÿ O2(0,−h12/h15) ñîîòâåòñòâóåò åå âûðîæäåíèþ â ïîïó-
ëÿöèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïðåäåëüíî âîçìîæíîé ÷èñëåííîñòè.
Ñîãëàñíî (6)

−h12

h15
=

1

β11

(
α1 −

AE1

1− AE1

)
.

À òàê êàê β11 > 0, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âûðîæäåííîé òî÷êè ïîêîÿ O2

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè åå âòîðîé êîîðäèíàòû

α1 >
AE1

1− AE1 . (8)

Ïðè ýòîì ðåàëèçàöèÿ îãðàíè÷åíèÿ (8) ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ α1 ∈ (0, 1),
AE1 ∈ (0, 1) âîçìîæíà ëèøü ïðè óñëîâèè AE1 ∈ (0, 1/2), ïîñêîëüêó â èíòåð-
âàëå (0, 1) ôóíêöèÿ z/(1− z) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ðàâíà 1 ïðè z∗ = 1/2.
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Ïðè AE1 ∈ (0, 1) íåðàâåíñòâî (8) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(1− AE1)α1 > AE1. (9)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîëíîì âûìèðàíèè ïîïóëÿöèè çäîðîâûõ êëåòîê ïîïóëÿöèÿ
àíîìàëüíûõ êëåòîê ìîæåò äîñòèãíóòü ñâîåé ïðåäåëüíî âîçìîæíîé ÷èñëåííî-
ñòè ëèøü òîãäà, êîãäà íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τ 1 äîëÿ ïîãèáà-
þùèõ àíîìàëüíûõ êëåòîê ìåíåå 1/2 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9), òî åñòü äîëÿ
àíîìàëüíûõ êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ è âûæèâøèõ, äîëæíà áûòü áîëüøå äîëè
àíîìàëüíûõ êëåòîê, ïîãèáøèõ íà ýòîì âðåìåííîì èíòåðâàëå.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

h01

h11
=

h02

h13
. (10)

ðåàëèçóåòñÿ îñîáûé ñëó÷àé | èìååòñÿ òðåòüÿ âûðîæäåííàÿ òî÷êà ïîêîÿ
O3(−h01/h02, 0). Îäíàêî, íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âû-
ðàæåíèÿ èç (6) â (10), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî (10) èìååò ìåñòî òîëüêî
ïðè AE0 = 0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íîðìàëüíûå êëåòêè íå óìè-
ðàþò â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïåðâîé êîîðäèíàòû
òî÷êè O3 ïðè AE0 = 0 ðàâíî α0/(β00), ÷òî ïðîâîäèò ê ðàâåíñòâó Mi0 = 0, òî
åñòü ÷èñëåííîñòü "âå÷íî æèâóùèõ" íîðìàëüíûõ êëåòîê äîñòèãàåò ñâîåãî ïðå-
äåëà è èõ ðàçìíîæåíèå ïðåêðàùàåòñÿ. Ïðè ýòîì àíîìàëüíûå êëåòêè ïîëíîñòüþ
âûìèðàþò.
Çàìåòèì, ÷òî ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ðàññìîòðåííàÿ ñèòóàöèÿ íåðå-

àëèçóåìà, è â ìîäåëè (1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî AE0 > 0.

Âíóòðåííèå òî÷êè ïîêîÿ. Ïðè γ0 = 1/2 ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (7) îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû ëèøü âûðîæäåííûõ òî÷åê ïîêîÿ èçó÷àåìîé
êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ. Ïîýòîìó
äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå âíóòðåííèõ òî÷åê ïîêîÿ ïîëàãàåì γ0 ∈ (0, 1/2) ∪ (1/2, 1).
Ïðè x 6= 0 ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò ñëåäóþ-

ùèé âèä:
h01 + h02x + h03y = 0. (11)

Ïðè óêàçàííûõ âûøå äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâìîäåëè è äîïîëíèòåëü-
íîì ïðåäïîëîæåíèè β01 6= 0 ñîãëàñíî (6) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî h03 6= 0, è
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ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

y = −kx + b, (12)

ãäå
k =

h02

h03
=

β00

β01
,

b = −h01

h03
=

1

β01

{
α0 −

AE0

(1− AE0)(1− 2γ0)

}
.

(13)

Ïîäñòàâèâ (12) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) è âûïîëíèâïðåîáðàçîâàíèÿ
ñ ó÷åòîì (6), ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

Ax2 + Bx + C = 0, (14)

ãäå

A = h13 + h14k + h15k
2 =

k∆β

β01
,

B = h11 + h12k + h14b + 2h15bk = −2∆βb

β01
+ d1k − d0 − β10b,

C = h12b + h15b
2 = β11b

2 − d1b.

(15)

Çäåñü∆β = det(βij),

d1 = α1 −
AE1

1− AE1 , (16)

d0 =
2γ0AE0

(1− AE1)(1− 2γ0)
. (17)

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àåìàÿ ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü áîëåå
äâóõ âíóòðåííèõ òî÷åê ïîêîÿ, òàê êàê ïåðâàÿ êîîðäèíàòà êàæäîé èç íèõ |
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (14), à âòîðàÿ îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (12).
Íàëè÷èå óñòîé÷èâîé âíóòðåííåé òî÷êè ïîêîÿ îçíà÷àåò, ÷òî íàðÿäó ñ íîð-

ìàëüíûìè êëåòêàìè â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå èìååþòñÿ è àíîìàëüíûå êëåòêè,
êîòîðûå îáðàçóþòñÿ â ïðîöåññå äåëåíèÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê. Îíè ðàçìíîæà-
þòñÿ è ïîãèáàþò, íî íå ìîãóò ïîëíîñòüþ ïîäàâèòü ïîïóëÿöèþ íîðìàëüíûõ
êëåòîê.

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ïîêîÿ. Èññëåäóåì óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò âíóòðåííèå òî÷êè ïîêîÿ. Îäíèì èç íåîáõîäèìûõ
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óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííåé òî÷êè ïîêîÿ èçó÷àåìîé ïîïóëÿöèîííîé
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ b > 0, ãäå êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð
b îïðåäåëåí â (13).
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè γ0 ∈ (1/2, 1), òî b > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó β00 > 0, òî óñëîâèå b > 0 ýêâèâàëåíòíî óñëî-

âèþ

α0 >
AE0

(1− AE0)(1− 2γ0)
. (18)

Ïðè ýòîì â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ AE0 ∈ (0, 1) ïðè γ0 ∈ (1/2, 1) íåðàâåíñòâî (18)
áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà áóäåò îòðèöàòåëü-
íîé.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè b > 0 è γ0 ∈ (0, 1/2), òî AE0 < 1− 1

2(1−γ0) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ b > 0 ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà α0 ñëåäóåò, ÷òî

AE0

(1− AE0)(1− 2γ0)
< α0 < 1.

Ïðè γ0 ∈ (0, 1/2)

AE0 < (1− AE0)(1− 2γ0),

îòêóäà âûòåêàåò
0 < 1− 2γ0 − 2AE0(1− γ0).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà c ó÷åòîì äèàïàçîíîâ èçìåíåíèÿ âõîäÿùèõ â íåãî
ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå

AE0 < 1− 1

2(1− γ0)
.

4. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ïîêîÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèÿìè óñòîé÷èâîñòè âûðîæäåí-
íûõ òî÷åê ïîêîÿ èçó÷àåìîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû.
Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

âíóòðåííèõ òî÷åê ïîêîÿ O1(0, 0) è O2(0,−h12/h15) ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.
Êîððåêòíîñòü èñïîëüçîâàííèÿ ýòîãî ïîäõîäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç èç-
âåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ [9, 11].
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Ìàòðèöà ßêîáè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (5) èìååò âèä

P(x, y) =

(
h01 + 2h02x + h03y h03x

h11 + 2h13x + h14y h12 + h14x + 2h15y

)
, (19)

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (6).
Äëÿ âûðîæäåííîé òî÷êè ïîêîÿ O1(0, 0) ìàòðèöà ßêîáè (19) óïðîùàåòñÿ:

P(0, 0) =

(
h01 0

h11 h12

)
.

è å¸ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû

λ1 = h01 = (1− AE0)(1− 2γ0)α0 − AE0,

λ2 = h12 = µ((1− AE1)α1 − AE1).
(20)

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(1− 2γ0)α0 <
AE0

1− AE0 , (21)

α1 <
AE1

1− AE1 , (22)

òî òî÷êà ïîêîÿ O1 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà (21), (22) òî ñîãëàñíî( 20)

λ1 = h01 < 0 è λ2 = h12 < 0, ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî
1) ïðè γ0 ∈ [0.5, 1) íåðàâåíñòâî (21) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, è â ïðî-

âåðêå íóæäàåòñÿ ëèøü íåðàâåíñòâî (22);
2) ïðè AE1 ∈ [1/2, 1) óñëîâèå (22) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó

â ýòîì ñëó÷àå AE1/(1− AE1) ≥ 1, à α1 < 1;
3) âûïîëíåíå óñëîâèÿ (21) ïðè γ0 ∈ (0, 1/2) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ

óñëîâèÿ b < 0, à ïðè γ0 ∈ (1/2, 1)| óñëîâèþ b > 0;
4) ñ ó÷åòîì (16) óñëîâèå (22) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå d1 < 0.
Íåðàâåíñòâî (21) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

α0(1− AE0)(1− γ0) < AE0 + α0γ
0(1− AE0). (23)
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Ñ ó÷åòîì (23) ðåàëèçàöèÿ íåðàâåíñòâ (21), (22) îáóñëîâëåíà ñîâîêóïíîñòüþ
ñëåäóþùèõ ôàêòîðîâ:
1) äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, "òðàíñôîðìèðóþùèõñÿ" â àíîìàëüíûå â ïðî-

öåññå äåëåíèÿ, ñîñòàâëÿåò ìåíåå 50 % (γ0 ∈ (0, 1/2)), íî â ñèëó (23) äîëÿ
íîðìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå íà âðåìåííîì èíòåðâàëå ðàçäåëèëèñü (áåç ó÷åòà
ïëîòíîñòíîãî ôàêòîðà), âûæèëè è îñòàëèñü íîðìàëüíûìè, ìåíüøå ñóììàð-
íîé äîëè "âûìåðøèõ" íîðìàëüíûõ êëåòîê è íîðìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå â
ïðîöåññå äåëåíèÿ ñòàëè àíîìàëüíûìè, òî åñòü ïîïóëÿöèÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê
âûìèðàåò, è ïðè ýòîì â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè (22) äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê, ðàç-
äåëèâøèõñÿ è âûæèâøèõ, äîëæíà áûòü ìåíüøå äîëè âûìåðøèõ àíîìàëüíûõ
êëåòîê, òî åñòü ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûìèðàþùåé;
2) äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, "òðàíñôîðìèðóþùèõñÿ" â àíîìàëüíûå â ïðî-

öåññå äåëåíèÿ, ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 50 % (γ0 ∈ [1/2, 1)), è äîëÿ àíîìàëüíûõ
êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ è âûæèâøèõ, äîëæíà áûòü ìåíüøå äîëè "âûìåðøèõ"
àíîìàëüíûõ êëåòîê, òî åñòü îáå ïîïóëÿöèè âûìèðàþò.
Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(1− 2γ0)α0 >
AE0

1− AE0 , (24)

α1 >
AE1

1− AE1 , (25)

òî òî÷êà ïîêîÿ O1 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè ïîëî-

æèòåëüíû.
C ó÷åòîì (16) óñëîâèå (25) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå d1 > 0.
Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (24) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè γ0 ∈ (0, 1/2)

è AE0 ∈ (0, 1/2), à íåðàâåíñòâî (25) ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî ïðè AE1 ∈
(0, 1/2).
Íåðàâåíñòâî (24) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

α0(1− AE0)(1− γ0) > AE0 + α0γ
0(1− AE0). (26)

Òàêèì îáðàçîì ðåàëèçàöèÿ íåðàâåíñòâ (24), (25) îáóñëîâëåíà ñîâîêóïíî-
ñòüþ ñëåäóþùèõ ôàêòîðîâ: äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, "òðàíñôîðìèðóþùèõñÿ"
â àíîìàëüíûå â ïðîöåññå äåëåíèÿ, ñîñòàâëÿåò ìåíåå 50 % (γ0 ∈ (0, 1/2)),
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äîëÿ "âûìåðøèõ" íîðìàëüíûõ êëåòîê ìåíåå 50 % (AE0 ∈ (0, 1/2)), è â ñèëó
(26) äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå íà âðåìåííîì èíòåðâàëå ðàçäåëèëèñü
(áåç ó÷åòà ïëîòíîñòíîãî ôàêòîðà), âûæèëè è îñòàëèñü íîðìàëüíûìè, áîëüøå
ñóììàðíîé äîëè "âûìåðøèõ" íîðìàëüíûõ êëåòîê è íîðìàëüíûõ êëåòîê, êîòî-
ðûå â ïðîöåññå äåëåíèÿ ñòàëè àíîìàëüíûìè, òî åñòü ïîïóëÿöèÿ íîðìàëüíûõ
êëåòîê ðàñòåò, ïðè ýòîì äîëÿ "âûìåðøèõ" àíîìàëüíûõ êëåòîê ìåíüøå 50 %
(AE1 ∈ (0, 1/2)) è â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè (25) äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê, ðàç-
äåëèâøèõñÿ è âûæèâøèõ, äîëæíà áûòü áîëüøå äîëè "âûìåðøèõ" àíîìàëüíûõ
êëåòîê, òî åñòü ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàñòóùåé.
Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (21) è (25)

èëè íåðàâåíñòâà (22) è (24) òî òî÷êà ïîêîÿ O1 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (21), (25) èìååò ìåñòî λ1 < 0,

λ2 > 0, à ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (22), (24) | λ1 > 0, λ2 < 0, îòêóäà è
âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñåäëîâàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.
Ñîâîêóïíîñòü ôàêòîðîâ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (21), (25)

èëè íåðàâåíñòâà (22), (24) ìîæíî ïîëó÷èòü êîìáèíèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôàêòîðîâ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ 3 è 4.
Îñîáûå ñëó÷àè âîçíèêàþò, åñëè λ1 = 0 èëè λ2 = 0 èëè îáà ñîáñòâåííûõ

÷èñëà ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî.
Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè

α0 =
AE0

(1− AE0)(1− 2γ0)
, (27)

è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (25) èëè

α1 =
AE1

1− AE1 , (28)

è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (24), òî òî÷êà ïîêîÿ O1 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (25) èìååò ìåñòî λ2 > 0, à ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (24) | λ1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî [9], òî÷êà ïîêîÿ O1 íåóñòîé÷èâà.
Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (27) ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî ïðè γ0 ∈ (0, 1/2) è

AE0 ∈ (0, 1/2), ïîñêîëüêó α0 ∈ (0, 1).
Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (28) ìîæåò èìåòü

ìåñòî òîëüêî ïðè AE1 ∈ (0, 1/2).
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà λ1 = 0, à λ2 < 0, òî åñòü èìååò ìåñòî (27)
è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (22). Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé
àíàëèç, êîòîðûé ìîæíî ïðîâåñòè ñîãëàñíî ìåòîäèêå, ïðèâåäåííîé â [9].
Ñèñòåìà (5) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä

dx

dt
= X(x, y),

dy

dt
= h11x + h12y + Y (x, y),

(29)

ãäåX(x, y) = h02x
2 + h03xy, Y (x, y) = h13x

2 + h14xy + h15y
2.

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò òðåáóåìûé âèä, à âî âòîðîì óðàâíåíèè íåîáõîäèìî
ñäåëàòü çàìåíó òàê, ÷òîáû îíî íå ñîäåðæàëî x â ïåðâîé ñòåïåíè. Ýòîãî ìîæíî
äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíû

x̃ = x, ỹ =
h11

h12
x + y. (30)

Çàìåòèì, ÷òî h11 > 0 èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé, à h12 < 0 â ñèëó
ñïðàâåäëèâîñòè (22), ïîýòîìó äàííàÿ çàìåíà îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Â íîâûõ
ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (29) èìååò âèä

dx̃

dt
= X̃(x̃, ỹ),

dỹ

dt
= h12ỹ + Ỹ (x̃, ỹ),

(31)

ãäå
X̃(x̃, ỹ) = g1x̃

2 + h03ỹx̃

Ỹ (x̃, ỹ) = g2x̃
2 + g3x̃ỹ + h15ỹ

2,

g1 =

(
h02 − h03

h11

h12

)
,

g2 = h13 +
h11

h12
(h02 − h14) +

(
h11

h12

)2

(h15 − h03),

g3 =
h11

h12
(h03 − 2h15) + h14.

Ïðè ýòîì
X̃(x̃, 0) = g1x̃

2, Ỹ (x̃, 0) = g2x̃
2.
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Ïîñêîëüêó X̃(x̃, 0) è Ỹ (x̃, 0) ñîäåðæàò òîëüêî êâàäðàòû x̃, òî ïðè g1 6= 0 è
g2 6= 0 ñîãëàñíî [9] òî÷êà ïîêîÿ O1 áóäåò íåóñòîé÷èâîé â ïåðåìåííûõ x̃, ỹ.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàìåíû ýòà òî÷êà ïîêîÿ áóäåò íåóñòîé÷èâîé è â èñõîäíûõ
ïåðåìåííûõ.
Ñëó÷àè, êîãäà g1 = 0 è/èëè g2 = 0, òðåáóþò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ,

êîòîðîå â ñèëó äîñòàòî÷íîé ãðîìîçäêîñòè âûðàæåíèé, îïðåäåëÿþùèõ g1 è g2,
ïî-âèäèìîìó âîçìîæíî ëèøü ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäàλ1 < 0, àλ2 = 0, òî åñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(21) è èìååò ìåñòî (28). Ïðîâåäåì àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ, òàêæå
ñëåäóÿ [9].
Ñèñòåìà (5) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä

dx

dt
= h01x + X(x, y),

dy

dt
= h11x + Y (x, y),

(32)

ãäåX(x, y) = h02x
2 + h03xy, Y (x, y) = h13x

2 + h14xy + h15y
2.

Ïðèâåäåì ñèñòåìó (32) ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, íà îñíîâå àíàëèçà êîòîðîãî
ìîæíî ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì íåâûðîæäåí-
íóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

ỹ = −h11

h01
x + y, x̃ = x. (33)

Ïîñêîëüêó h01 < 0, çàìåíà îïðåäåëåíà êîððåêòíî.
Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (32) ïðèìåò âèä

dỹ

dt
= Ỹ (ỹ, x̃),

dx̃

dt
= h01x̃ + X̃(ỹ, x̃),

(34)

ãäå

Ỹ (ỹ, x̃) = h15ỹ
2 + g1ỹx̃ + g2x̃

2,

X̃(ỹ, x̃) = h03ỹx̃ +

(
h02 +

h11

h01
h03

)
x̃2,
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g1 =
h11

h01
(2h15 − h03) + h14,

g2 = h13 +
h11

h01
(h14 − h02) +

(
h11

h01

)2

(h15 − h03).

Ïðè ýòîì
Ỹ (ỹ, 0) = h15ỹ

2,

ãäå h15 < 0, à
X̃(ỹ, 0) = 0.

Ñîãëàñíî [9], ñäåëàòü âûâîä î íåóñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ (0, 0) ñèñòåìû (34)
ìîæíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà X̃(ỹ, 0) = f1ỹ

m + f2ỹ
m+1 + . . ., ãäå m ≥ 2, îä-

íàêî â äàííîì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ôîðìàëüíî íàðóøåíî. Òåì íå ìåíåå, ñëåäóÿ
ðåêîìåíäàöèÿì, ïðèâåäåííûì â [9], äëÿ ñèñòåìû (34) ìîæíî ïîñòðîèòü çíàêî-
ïåðåìåííóþ ôóíêöèþ V (ỹ, x̃), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â ñèëó ñèñòåìû (34) áóäåò
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîé òî÷êè ïîêîÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïåðâîé òåîðåìå Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè òî÷êà ïîêîÿ
(0, 0) áóäåò íåóñòîé÷èâîé â ïåðåìåííûõ x̃, ỹ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàìåíû ýòà
òî÷êà ïîêîÿ áóäåò íåóñòîé÷èâîé è â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Ñëó÷àé, êîãäà îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà λ1 = λ2 = 0, òðåáóåò îòäåëüíîãî

èññëåäîâàíèÿ.
Ïåðåéäåì ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè âòîðîé âûðîæäåííîé òî÷êè | òî÷êè

O2(0,−h12/h15). Ìàòðèöà ßêîáè â ýòîé òî÷êå îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì ðàâåí-
ñòâîì

P(0,−h12/h15) =


h01 − h03

h12

h15
0

h11 − h14
h12

h15
−h12

 , (35)

Å¸ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû

λ1 = h01 − h03
h12

h15
=

= (1− AE0)(1− 2γ0)

(
α0 −

AE0

(1− AE0)(1− 2γ0)
− β01

β11

(
α1 −

AE1

1− AE1

))
,

λ2 = −h12 = −µ((1− AE1)α1 − AE1).
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C èñïîëüçîâàíèåì (13) è (16) ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå óäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ ïåðâîãî èç íèõ:

λ1 = (1− AE0)(1− 2γ0)β01

(
b− d1

β11

)
.

Íàïîìíèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè âòîðîé êîîðäèíàòû òî÷êè ïî-
êîÿ O2 âûòåêàåò óñëîâèå (8), êîòîðîå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî ïðè AE1 ∈
(0, 1/2). Ïîýòîìó èìååì λ2 < 0.
Óòâåðæäåíèå 7. Eñëè d1 > 0 è ñïðàâåäëèâî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

1) γ0 ∈ (0, 1/2), b <
d1

β11
;

2) γ0 ∈ (1/2, 1), b >
d1

β11
;

òî òî÷êà ïîêîÿ O2 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè d1 > 0 âòîðàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè ïîêîÿ ïîëîæèòåëüíà è

λ2 < 0, à ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîãî èëè âòîðîãî óñëîâèÿ λ1 < 0.
Óòâåðæäåíèå 8. Eñëè d1 > 0 è ñïðàâåäëèâî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

1) γ0 ∈ (0, 1/2), b >
d1

β11
;

2) γ0 ∈ (1/2, 1), b <
d1

β11
;

òî òî÷êà ïîêîÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ èìååò ìåñòîλ1 > 0, λ2 < 0, ïîýòîìó

òî÷êà ïîêîÿ O2 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì è íåóñòîé÷èâà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ b >
d1

β11
â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè d1

è β11 èìååò ìåñòî b > 0, òî åñòü íàðÿäó ñ âûðîæäåííûìè òî÷êàìè ïîêîÿ O1 è
O2 ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è âíóòðåííèå òî÷êè ïîêîÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû.
Òðóäíîñòè ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè óñëîâèé ðåàëèçóåìîñòè ðàçëè÷-

íûõ âàðèàíòîâ óñòîé÷èâîñòè âûðîæäåííîé òî÷êè ïîêîÿ O2(0, d1/β11) â îñíîâ-
íîì ñâÿçàíû ñ òðóäíîñòÿìè ñîäåðæàòåëüíûõ èíòåðïðåòàöèé êîìïëåêñíûõ ïà-
ðàìåòðîâ b è d1/β11.
Ñîãëàñíî (16)

d1

β11
=

1

β11

(
α0(1− AE1)− AE1

1− AE1

)
,

ãäå α0(1−AE1)|äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå íà åäèíè÷íîì âðåìåííîì
èíòåðâàëå ðàçäåëèëèñü è "âûæèëè", AE1 è (1 − AE1) | äîëè àíîìàëüíûõ
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êëåòîê "óìåðøèõ" è "âûæèâøèõ" íà åäèíè÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ñîîòâåò-
ñòâåííî, à β11 | êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé ñòåïåíü ïàäåíèÿ ñïîñîáíîñòè
ê äåëåíèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê çà ñ÷åò âíóòðèïîïóëÿöèîííîé êîíêóðåíöèè ñ
àíîìàëüíûìè êëåòêàìè.
Òàêèì îáðàçîì, d1 = α1−AE1/(1− ae1) îïðåäåëÿåò ïðèðàùåíèå àíîìàëü-

íûõ êëåòîê íà åäèíèöó "âûæèâøèõ" àíîìàëüíûõ êëåòîê (íà åäèíè÷íîì äëÿ
ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê âðåìåííîì èíòåðâàëå), à d1/β11|ïðèâåäåííîå
çíà÷åíèå ýòîãî ïðèðàùåíèÿ, òî åñòü óäåëüíûé êîýôôèöèåíò ðîñòà ïîïóëÿöèè
àíîìàëüíûõ êëåòîê.
Âûðàæåíèå (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

b =
1

β01

(
α0(1− AE0)(1− γ0)− α0(1− AE0)γ0 − AE0

(1− AE0)(1− γ0)− (1− AE0)γ0

)
,

ãäå äëÿ åäèíè÷íîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà, õàðàêòåðíîãî äëÿ ïîïóëÿöèè íîð-
ìàëüíûõ êëåòîê, α0(1 − AE0)(1 − γ0) | äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, ðàçäåëèâ-
øèõñÿ, "âûæèâøèõ" è îñòàâøèõñÿ íîðìàëüíûìè; α0(1− AE0)γ0 | äîëÿ íîð-
ìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå ðàçäåëèëèñü, "âûæèëè" è ñòàëè àíîìàëüíûìè; AE0

| äîëÿ "âûìåðøèõ" íîðìàëüíûõ êëåòîê; (1−AE0)(1− γ0) è (1−AE0)γ0 |
äîëè "âûæèâøèõ" íîðìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå îñòàëèñü íîðìàëüíûìè è ñòàëè
àíîìàëüíûìè ñîîòâåòñòâåííî; β01 |êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé ñòåïåíü ïà-
äåíèÿ ñïîñîáíîñòè ê äåëåíèþ íîðìàëüíûõ êëåòîê çà ñ÷åò ìåæïîïóëÿöèîííîé
êîíêóðåíöèè ñ àíîìàëüíûìè êëåòêàìè.
Òàêèì îáðàçîì, α0 − AE0/((1 − AE0)(1 − 2γ0)) îïðåäåëÿåò ïðèðàùåíèå

íîðìàëüíûõ êëåòîê íà åäèíèöó "âûæèâøèõ" íîðìàëüíûõ êëåòîê (íà åäèíè÷-
íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå), à b | óäåëüíûé êîýôôèöèåíò ðîñòà ïîïóëÿöèè
íîðìàëüíûõ êëåòîê.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ óäåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî äàòü ñî-

äåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ óñëîâèé ðåàëèçóåìîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ
óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ O2, çàäàâàåìûõ óòâåðæäåíèÿìè (7) è (8).
Òàê, óñëîâèå 2) óòâåðæäåíèÿ (7) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: íà ëþáîì åäèíè÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëå-
òîê èìååò ïîëîæèòåëüíîå ïðèðàùåíèå íà êàæäóþ "âûæèâøóþ" àíîìàëüíóþ
êëåòêó (d1 > 0), óäåëüíûé êîýôôèöèåíò ðîñòà äëÿ ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëå-
òîê ïðåâîñõîäèò àíàëîãè÷íûé ïîêàçàòåëü äëÿ ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê
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b > d1/β11 íî â ïðîöåññå äåëåíèÿ áîëåå 50 % íîðìàëüíûõ êëåòîê ñòàíîâÿòñÿ
àíîìàëüíûìè.
Ðàññìîòðèì îñîáûé ñëó÷àé, êîãäà â òî÷êå ïîêîÿ O2(0,−h12/h15) èìååò ìå-

ñòî λ1 = 0. Ýòîò ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ïðè h01 − h03
h12

h15
= 0. Ïðè ýòîì, êàê

óêàçûâàëîñü âûøå, λ2 < 0 ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x̄ = x, ȳ = y − y0, y0 = −h12/h15.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (5) ïðèìåò âèä

dx̄

dt
= h02x̄

2 + h03x̄ȳ = X̄(x̄, ȳ),

dȳ

dt
=

(
h11 −

h12h14

h15

)
x̄− h12ȳ + h13x̄

2 + h14x̄ȳ + h15ȳ
2 =

= gx̄− h12ȳ + Ȳ (x̄, ȳ),

(36)

ãäå
g = h11 −

h12h14

h15
, Ȳ (x̄, ȳ) = h13x̄

2 + h14x̄ȳ + h15ȳ
2.

Ñîãëàñíî [9] ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (36) èìååò òðåáóåìûé âèä, îäíàêî
äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåîáõîäèìî ïðå-
îáðàçîâàòü âòîðîå óðàâíåíèå òàê, ÷òîáû â íåì íå ñîäåðæàëîñü ñëàãàåìîå âèäà
gx̄. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [9] äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïðåäñòà-
âèì â âèäå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà

ȳ(x̄) = B1x̄ + B2x̄
2 + B3x̄

3 + . . . (37)

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

gx̄− h12ȳ(x̄) + Ȳ (x̄, ȳ(x̄)) = 0, (38)

ãäå êîýôôèöèåíòûBi, i = 1, 2, . . ., ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ
ïîäñòàâèì (37) â (38), âûïèøåì êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ x̄ è
ïðèðàâíÿåì ýòè êîýôôèöèåíòû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

B1 =
g

h12
, B2 =

h13 + h14B1 + h15B
2
1

h12
, . . .
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Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû â (37), áóäåì èñêàòü íàèìåíüøóþ ñòå-
ïåíü x̄ â X̄(x̄, ȳ(x̄)), êîòîðàÿ è áóäåò îïðåäåëÿòü óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ïîêîÿ O2.
Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

X̄(x̄, ȳ(x̄)) = (h02 + h03B1)x̄
2 + h03B2x̄

3 + . . .

Ïîñêîëüêó íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü x̄ ðàâíà 2, òî ïðè h02 + h03B1 6= 0 òî÷êà ïîêîÿ
O2 áóäåò íåóñòîé÷èâîé.

5. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó ïîïóëÿöèè ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè:AE0 = 0.200, AE1 = 0.275, γ0 = 0.200, α0 = 0.900, α1 = 0.900,
β00 = 0.050, β01 = 0.250, β10 = 0.250, β11 = 0.150, µ = 1.

Ðèñ. 1

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí âèä âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (5). Ïðè óêàçàííûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå (5) èìåþòñÿ òðè òî÷êè ïîêîÿ (1, 2 è 3), îòìå÷åííûå
íà ðèñóíêå.
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Ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ òî÷êà 1 ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0) ÿâëÿ-
åòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì (ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4), òî÷êà 2 ñ êîîðäèíàòàìè
(0, 3.471) | óñòîé÷èâûì óçëîì (ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7), è òî÷êà 3 ñ êî-
îðäèíàòàìè (2.532, 1.427) | ñåäëîì. Â òî÷êå 3 ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: λ1 ≈ 0.021, λ2 ≈ −0.676.
Íà ðèñóíêå òàêæå ïðèâåäåíà òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (0, 1). Ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè ñèñòåìà ïðèõîäèò â òî÷êó ïîêîÿ 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âû-
ìèðàíèþ ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê è ôîðìèðîâàíèþ óñòîé÷èâîãî êëîíà
àíîìàëüíûõ êëåòîê.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñåëåêòèâíîãî ðàç-
ìíîæåíèÿ êëîíîîáðàçóþùåé ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê â êóëüòóðå ñòâî-
ëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro), ó÷èòûâàþùàÿ âëè-
ÿíèå ôàêòîðà ïëîòíîñòè çàñåëåíèÿ íà ðàçìíîæåíèå êëåòîê, â áîëüøåé ñòåïåíè
ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì, íàáëþäàåìûì â ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïî-
ñêîëüêó èñêëþ÷àåò íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ïîïóëÿöèè ïðè îãðàíè÷åííûõ ðåñóð-
ñàõ ïèòàíèÿ è ïðè îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) âûðîæäåííûõ òî÷åê

ïîêîÿ, à òàêæå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ïîêîÿ ïîçâîëÿþò ïðî-
ãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, èñõîäÿùèõ èç ñòàð-
òîâîé òî÷êè (1, 0).
Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ èññëåäîâàíèÿ áóäóò íàïðàâëåíû íà àíàëèç è

êëàññèôèêàöèþ âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ïîâåäåíèÿ ïîïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû ¹ 09{04{00948a è ¹ 09{07{00468.
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The mathematical model of selective reproduction dynamics of abnormal cells in
culture of human stem cells in vitro is designed considering influence of the density
factor of sell population on cell reproduction. The model is represented by the system
of the ordinary differential equations of the second order with polynomial right parts
of a special kind. For this model all rest points with non-negative coordinates at
which at least one coordinate is equal to zero are found. The stability analysis of
these rest points is carried out at various values of parameters of model. It is shown
that the system can't have more than two rest points which both coordinates are
positive. Results of numerical modeling are included.
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