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Математическая модель динамически настаиваемого гироскопа (ДНГ) с 
учётом упругих и неидеальных шарикоподшипниковых опор вала 
электродвигателя необходима для моделирования динамики ДНГ при 
собственной вибрации и вибрации основания, расчётов собственных 
частот, а также для учёта влияния конкретных дефектов на уходы 
гироскопа. 

 
Математическая модель шарикоподшипников гироскопов наиболее 

полно разработана В.Б. Бальмонтом, В.Ф. Журавлевым и В.А. Матвеевым [1], 
[2], [3]. В данной статье используются работы [1], [2], [3] для построения 
математической модели ДНГ с учётом движения вала электродвигателя. 

ДНГ рассматривается как механическая система с восемью степенями 
свободы. Выбор числа степеней свободы обусловлен конструктивными 
особенностями гироскопа. Так, шарикоподшипниковые опоры вала электро-
двигателя обладают большей податливостью в осевом и радиальном направ-
лении, чем упругий подвес ротора. 

 
Системы координат. Движение гироскопа рассматриваем на 

неподвижном основании. 
ξηζO  - связана с корпусом ДНГ. 

вввO ζηξ  - совпадает с невозмущенным положением вала, вращается с 
угловой скоростью вала электродвигателя Ω. 

ввв zyOx  - связана с валом электродвигателя. 
ккк zyOx  - связана с кольцом так, что ось кOx  направлена по оси 

наименьшей жесткости упругого подвеса, соединяющего кольцо с валом. 
ррр zyxO  - связана с ротором. 
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Принято, что оси систем координат ккк zyOx , ррр zyxO  являются 
главными центральными осями инерции кольца и ротора. 

 
Угловые координаты. В качестве углов, определяющих положение 

вала электродвигателя, кольца подвеса и ротора относительно корпуса ДНГ, 
выберем следующие углы поворотов: 

ϕ  - угол поворота вала электродвигателя относительно корпуса ДНГ 
вокруг оси ζO , 1γ  - угол поворота вала вокруг оси вOξ , 2γ  - угол поворота 
вала вокруг оси вOy , α  - угол поворота кольца вместе с ротором вокруг оси 

вOx  внутреннего упругого элемента подвеса, β  - угол поворота ротора 
вокруг оси кOy  наружного упругого элемента подвеса. 

Угловая скорость вращения вала электродвигателя ϕ=Ω   поддержи-
вается постоянной с высокой точностью, поэтому угол поворота вала 
электродвигателя ϕ в данной модели ДНГ считается циклической 
координатой.  

 
Переходы между системами координат. Преобразования координат 

выражаются следующими матричными соотношениями  

,]z,y,x[]z,y,x[

,]z,y,x[]z,y,x[,]z,y,x[]z,y,x[

,],,[]z,y,x[,],,[],,[

т
ккк

т
ррр

т
ввв

т
ккк

т
ввв2

т
ввв

т
ввв1

т
ввв

тт
ввв

β

αγ

γϕ

=

=′′′=

ζηξ=′′′ζηξ=ζηξ

G

GG

GG

         (1) 

где βαγγϕ GGGGG ,,,, 21  - матрицы поворотов (матрицы направ-
ляющих косинусов). 

Определим матрицы поворотов  βαγγϕ GGGGG ,,,, 21 , используя 
рисунки 1÷5:  

 
 

Рис. 1. Поворот вала вокруг оси ξO . 
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Матрица поворота 
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Рис. 2. Поворот вала вокруг оси BOξ . 

 

Матрица поворота 
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Рис. 3. Поворот вала вокруг оси вyO ′ . 

 

Матрица поворота 
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Рис. 4. Поворот кольца вместе с ротором вокруг оси вOx . 

 

Матрица поворота 
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Рис. 5. Поворот ротора вокруг оси кOy . 

 

Матрица поворота 
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Определение угловых скоростей. Определим проекции абсолютной 

угловой скорости вала  zвyвxв ,, ωωω ; кольца zкyкxк ,, ωωω  и ротора 

zрyрxр ,, ωωω  на оси связанных с ними систем координат 

ррркккввв zyOx,zyOx,zyOx  соответственно. Будем использовать матрицы 
поворотов (3)÷(5). 
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Проекции угловой скорости вала электродвигателя  
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Проекции угловой скорости кольца  
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Проекции угловой скорости ротора  
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Движение центра масс вала, кольца и ротора. Линейные 

координаты и скорости. Вследствие деформаций шарикоподшипниковых 
опор вала электродвигателя, наряду с угловым движением возможно и 
поступательное движение вала, кольца подвеса и ротора. Будем 
рассматривать движение в плоскости, перпендикулярной оси вращения вала 
(радиальное движение), и вдоль оси вращения вала (осевое движение). 
Примем, что в рассматриваемом гироскопе совпадают центры масс ротора, 
кольца и вала. Деформации упругого подвеса малы, поэтому при поворотах 
кольца и ротора относительно вала не меняется взаимное положение центров 
масс. 

В этом случае радиальное перемещение вала относительно корпуса 
будет определяться координатами x и y, а осевое перемещение вала 
относительно корпуса будет определяться координатой z. 

Пусть V  - вектор скорости движения центра масс. Проекции V  на оси 
системы координат Ox y zB B B вычисляются по формуле  

.zV,yV,xV zyx  ===                                            (10) 

http://technomag.bmstu.ru/doc/550951.html


10.7463/0413.0550951  146 

Таким образом, скорость центра масс будет определяться  

.zyxV 222
 ++=                                                  (11) 

 
Кинетическая энергия ДНГ. Введем для ротора, кольца подвеса и 

вала следующие обозначения: 
−вкр m,m,m масса ротора, кольца и вала соответственно, 

−ррр C,B,A главные экваториальные и осевой моменты инерции ротора, 
−ккк C,B,A главные экваториальные и осевой моменты инерции кольца, 

−ввв C,B,A главные экваториальные и осевой моменты инерции вала. 
Для симметричного ротора, колец и вала экваториальные моменты 

инерции равны: ввккрр BA,BA,BA === . 
Кинетическая энергия T складывается из кинетической энергии враща-

тельного движения ротора, кольца, вала TBP и кинетической энергии поступа-
тельного движения ротора, кольца и вала вдоль оси вращения вала и в 
плоскости, перпендикулярной оси вращения вала пT : 

.TTT пвр+=                                                (12) 

Кинетическая энергия TBP записывается в следующем виде  
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где i - ротор, кольцо и вал. 
Кинетическая энергия пT  записывается в следующем виде  

.V)mmm(T 2
вкр2

1
п ++=                                (14) 

 
Потенциальная энергия ДНГ. Потенциальная энергия гироскопа при 

его перемещениях складывается из энергии упругой деформации подвеса и 
шарикоподшипникого узла, энергии, зависящей от положения центров масс 
вала, кольца подвеса и ротора в гравитационном поле.  

Потенциальная энергия упругой деформации подвеса  

),cc( П 22
2
1 β+α= βα                                  (15) 

где βα c,c - жесткости подвеса кольца и ротора. 
Потенциальная энергия упругой деформации шарикоподшипникого 

узла вала электродвигателя определяется согласно [2, 3] по формуле  
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где: 
КГ – константа Герца, одинаковая для обоих подшипников, 
τ - угол контакта, одинаковый для обоих подшипников, 
r – радиус окружности, по которой движутся шарики,  

−δ ′′δ′, осевые натяги первого и второго подшипников, 
−ϕ′′ϕ′ ii , углы, определяющие положение i-го шарика в первом и 

втором подшипниках относительно неподвижной системы координат. 
{ } { }ττ−ττ−−τ−τ=′ sin,sin,cos,cos,1cos,1cosTS  - вектор коэффициентов 

влияния первого подшипника, 
{ } { }τ−τττ−−τ−τ=′′ sin,sin,cos,cos,1cos,1cosTS  - вектор коэффициентов 

влияния второго подшипника, 
s
ip∆  - дефект подшипника, вычисляется по формуле  
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где:  
s
λ

s
λ ψ,a  - амплитуды и фазы разложений в ряды Фурье поверхностей, 

531     ω=ω=ω  - угловая скорость сепаратора относительно наружного кольца, 
642     ω=ω=ω  - угловая скорость сепаратора относительно внутреннего 

кольца, 7ω  - угловая скорость шарика, n – количество шариков в 
подшипнике, s – индекс, характеризующий тип дефекта. 

Для получения уравнений вибрации ДНГ, преобразуем потенциальную 
энергию упругой деформации шарикоподшипникого узла вала к линейной 
части и квадратичной форме  
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или, используя скалярные произведения векторов, получим  

,yxKK

zKyKxK)(A)(A

)(Mz)(My)(Mx)(A

)(A)(Mz)(My)(MxП

12
2
2γ22

12
1γ12

1

2
z2

12
y2

12
x2

1
x2y1

zyxx2

y1zyx

γε+γε−γ+γ+

++++′′′′γ−′′′′γ+

+′′′′+′′′′−′′′′−′′γ+

+′′γ−′′−′′−′′−=

D,YD,Y

D,ZD,XD,XD,Y

D,YD,ZD,XD,X

      (19) 

где: 
вкр mmmM ++=  - суммарная масса подвижных частей, 
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2
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гzzz δ ′′+δ′τ=′′+′=  - осевая жесткость ДНГ, 

)(cossinКn
4
3KKKK 2

гxxyx δ ′′+δ′ττ=′′+′==  - радиальная 

жесткость ДНГ, 
[ ] [ ]2x

2
xγ2γ1γ2γ1 lτtgrKlτtgrKKKKK ′′+′′+′+′=′′+′==  - угловая 

жесткость ДНГ, 
[ ] [ ]ltgrKltgrK xx ′′+τ′′−′+τ′=ε  - коэффициент, характеризующий 

перекрёстные связи, 
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Пусть вектор 
_
g  задается в проекциях на оси системы координат ξηζO , 

связанной с корпусом. Вектор 
_
g  в проекциях на оси системы координат 

вввO ζηξ  определяется выражением  

.gg

,cosgsingg

,singcosgg

,]g,g,[gG]g,g,[g

в

в

в

T
ζηξ

T
ζвηвξв

ζζ

ηξη

ηξξ

ϕ

=

ϕ+ϕ−=

ϕ+ϕ=

=

                              (20) 

Потенциальная энергия ДНГ в гравитационном поле имеет вид  

).zgygxg()mmm()gm(AП ввввкр
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g ζηξ ++++−=−=                (21) 

Для вычисления обобщённых сил необходимо найти производные (22)  
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Обобщённые силы имеют вид  
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Уравнения вибрации ДНГ. 
При определении производных от кинетической энергии будем считать 

переменные z,y,x,,,, 21 γγβα  и их производные малыми. 
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Выводы. 
Получены уравнения вибрации ДНГ с учётом упругих и неидеальных 

шарикоподшипниковых опор вала электродвигателя, необходимые для 
моделирования динамики ДНГ при собственной вибрации, расчётов 
собственных частот, а также для учёта влияния конкретных дефектов на 
уходы гироскопа. Уравнения вибрации ДНГ учитывают угловое и 
поступательное движение ротора, колец и вала привода ДНГ. 
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