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Ââåäåíèå

Äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìûå [1] è ïëîñêèå [2] ñèñòåìû îáðàçóþò íàèáîëåå øèðîêèå
êëàññû ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû óïðàâëåíèÿ. Â [3] áûëà äàíà ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïëîñêèõ ñèñòåì, äîêàçàíà äèíàìè÷åñêàÿ ëèíåàðèçóåìîñòü òàêèõ ñèñòåì
è ðàçðàáîòàí ìåòîä äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïëîñêèìè
ñèñòåìàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãèå íåëèíåéíûå ñèñòåìû èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé òåõíèêè
ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè (ñì. [4]) è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ íèõ ðåøàþòñÿ óêàçàííûì ìåòîäîì.
Áûëè ïîëó÷åíû [5] óñëîâèÿ ïëîñêîñòíîñòè è ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïëîñêîãî âû-
õîäà, êîòîðûé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì. Îäíàêî ïîëíîñòüþ çàäà÷è
ïðîâåðêè äèíàìè÷åñêîé ëèíåàðèçóåìîñòè èëè ïëîñêîñòíîñòè äî ñèõ ïîð íå ðåøåíû è ÿâëÿ-
þòñÿ àêòóàëüíåéøèìè çàäà÷àìè òåîðèè óïðàâëåíèÿ.
Â ðàáîòå [6] áûëà äàíà èíòåðïðåòàöèÿ äèíàìè÷åñêîé ëèíåàðèçóåìîñòè íà ÿçûêå áåñêîíå÷-

íîìåðíîé ãåîìåòðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [7]. À èìåííî, ñèñòåìà äèíàìè÷åñêè ëè-
íåàðèçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íàêðûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé ñèñòåìîé. Íàêðûòèåì
íàçûâàþò òàêîå îòîáðàæåíèå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðîì ðåøåíèÿ
îòîáðàæàþòñÿ â ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ðåøåíèé, îòîáðàæàþùèõñÿ â îäíî ðåøåíèå
s, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ñâÿçàííîé ñ s.
Öåëü äàííîé ðàáîòû|íà èíâàðèàíòíîì ÿçûêå âåêòîðíûõ ïîëåé îïèñàòü êëàññ íàêðûòèé

èç ñèñòåì òðèâèàëüíîãî âèäà. Òàê êàê îáðàç ëþáîãî òàêîãî íàêðûòèÿ åñòü äèíàìè÷åñêè
ëèíåàðèçóåìàÿ ñèñòåìà, òî ïîëó÷åííîå îïèñàíèå äàåò îäíîâðåìåííî îïèñàíèå äèíàìè÷åñêè
ëèíåàðèçóåìûõ ñèñòåì.
Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 1 îïðåäåëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçó-

åìûå è ïëîñêèå ñèñòåìû. Â ï. 2 ôîðìóëèðóåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü
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ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì. Ýòà ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïëîñ-
êîñòíîñòè è äèíàìè÷åñêîé ëèíåàðèçóåìîñòè â ï. 3. Â ï. 4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó
âåêòîðíûìè ïîëÿìè, êàñàþùèìèñÿ ñëîåâ íàêðûòèÿ, è âûñøèìè ñèììåòðèÿìè ñèñòåìû. Â
âèäó áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè èñïîëüçóåìûõìîäåëåé ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå
âåêòîðíûå ïîëÿ ìîãóò íå èìåòü ôàçîâûõ ïîòîêîâ äàæå ëîêàëüíî. Âåêòîðíîå ïîëå, îáëàäàþ-
ùåå ëîêàëüíûì ôàçîâûì ïîòîêîì, íàçûâàþò èíòåãðèðóåìûì. Ï. 5 ïîñâÿùåí ïîëó÷åííîìó
ðàíåå îïèñàíèþ èíòåãðèðóåìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ðàññìàòðèâàåìûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ìîäåëÿõ ñèñòåì. Â ï. 6 ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè.

1. Äèíàìè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû âèäà

ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm, (1)

ãäå x = (x1, . . . , xn) | ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, u = (u1, . . . , um) | óïðàâëåíèå (èëè âõîä),
f | ãëàäêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, à ẋ ≡ dx/dt. Ïîä ãëàäêîñòüþ çäåñü è äàëåå ìû ïîíèìàåì
áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü.
Äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (äèíàìè÷åñêèì êîìïåíñàòîðîì) ñèñòåìû (1) ìû íàçû-

âàåì ñèñòåìó âèäà

ξ̇ = a(t, ξ, x, v), u = b(t, ξ, x, v), ξ ∈ Rl, v ∈ Rm, (2)

ñ ñîñòîÿíèåì ξ, âõîäîì (x, v) è âûõîäîì u, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ ñîîòâåòñòâèÿ ðåøå-
íèé: äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (x(t), u(t)) ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò âåêòîðíûå ôóíêöèè ξ(t) è
v(t), êîòîðûå âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè x(t) è u(t) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (2).
Ïîëó÷åííûé òàê íàáîð ôóíêöèé (x(t), ξ(t), v(t)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = f(t, x, b(t, ξ, x, v)), ξ̇ = a(t, ξ, x, v) (3)

ñ ñîñòîÿíèåì (x, ξ) ∈ Rn+l è óïðàâëåíèåì v. Âòîðîå óðàâíåíèå â (2) îïðåäåëÿåò îáðàò-
íîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (3) â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1).
Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü (2) ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñè-
ñòåìû (1) â ñèñòåìó (3). Ïðè ýòîì êàæäîìó ðåøåíèþñèñòåìû (3) ñîîòâåòñòâóåò îäíî ðåøåíèå
ñèñòåìû (1), à ðåøåíèþ (1) ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé ñèñòåìû (3).
Â ðàáîòå [1] âìåñòî óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíî-

ñòè äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè. Â [6] áûëî äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèþ ñîîòâåòñòâèÿ ðåøåíèé (ñì. òåîðåìó 2 íèæå).
Ïóñòü s(t) = (x(t), u(t)) | êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ñèñòåìû (1). Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (1)

äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ s(t), åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè a è b,
çàäàþùèå òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü (2) â îêðåñòíîñòè s(t), ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿ ñ
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ïîìîùüþ ýòîé ñâÿçè ñèñòåìà (3) îáðàòèìîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ âèäà

z = Z(t, x, ξ), t = t, v = v (4)

ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå âèäà ż = Az + Bv, ãäå A è B | ïîñòîÿííûå
ìàòðèöû. Åñëè óêàçàííûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ l = 0, ò. å. ξ îòñóòñòâóåò, òî ñèñòåìà (1)
íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêè ëèíåàðèçóåìîé. Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ è äèíà-
ìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ áóäóò äàíû íèæå.
Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ s(t), åñëè â ýòîé îêðåñòíîñòè

ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè

h1(t, x, u, u̇, . . . , u
(l1)), . . . , hr(t, x, u, u̇, . . . , u

(lr)), (5)

÷òî ïåðåìåííûå x è u âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t, ôóíêöèè (5) è èõ ïðîèçâîäíûå â ñèëó ñèñòåìû (1)
äî êàêîãî-òî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, à ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé (5), èõ ïðîèçâîäíûõ â
ñèëó ñèñòåìû (1) è ôóíêöèè t ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèì. Ïðè ýòîì íàáîð ôóíêöèé (5)
íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì (èëè ëèíåàðèçóþùèì) âûõîäîì ñèñòåìû (1).
Â [3] äîêàçàíî, ÷òî èç ïëîñêîñòíîñòè ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì ñëåäóåò åå äèíàìè÷åñêàÿ

ëèíåàðèçóåìîñòü.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè è èõ äîêàçàòåëüñòâ ìû èñïîëüçóåì áåñ-

êîíå÷íîìåðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ñèñòåìàì ñ óïðàâëåíèåì, ðàçâèòûé ðàíåå â [7] äëÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

2. Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì

Ñ ñèñòåìîé (1) ñâÿæåì áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R∞ ñ êîîðäèíàòàìè

t, x1, . . . , xn, u
(0)
1 , . . . , u(0)

m , u
(1)
1 , . . . , u(1)

m , u
(2)
1 , . . . , (6)

ãäå êîîðäèíàòû u
(0)
i ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì ui, à êîîðäèíàòû u

(j)
i | ïðîèçâîäíûì

djui/dt
j, j > 0. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ (6), ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìå (1), îáî-

çíà÷èì ÷åðåç E∞. Êàæäîå ðåøåíèå s(t) = (sx(t), su(t)) ñèñòåìû (1) è òî÷êà t0, â îêðåñòíîñòè
êîòîðîé ýòî ðåøåíèå îïðåäåëåíî, çàäàþò òî÷êó èç E∞ ñ êîîðäèíàòàìè

t0, x0 = sx(t0), u
(l)
0 =

∂lsu(t0)

∂tl
, l ≥ 0,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì äæåòîì ðåøåíèÿ s(t) â òî÷êå t0. Êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
E∞ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì äæåòîì íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [5]). Ïîä
îêðåñòíîñòüþ ðåøåíèÿ s(t) ìû ïîíèìàåì îêðåñòíîñòü â E∞ êàêîãî-ëèáî áåñêîíå÷íîãî äæåòà
ýòîãî ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, áàçîâàÿ îêðåñòíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî â E∞,
çàäàííîå ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ âèäà

|t− t0| < ε, |xi − xi,0| < ε, i = 1, . . . , n,

|u(l)
j − u

(l)
j,0| < ε, j = 1, . . . ,m, l = 0, 1, . . . , k,

ãäå ε| ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à k| íàòóðàëüíîå.
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Íà ìíîæåñòâå E∞ ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà áåñêîíå÷íîìåðíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî
îçíà÷àåò îïðåäåëåíèå íà E∞ îáû÷íûõ ãëàäêèõ ïîíÿòèé: ãëàäêèõ ôóíêöèé, âåêòîðíûõ ïîëåé,
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì è ò. ä. À èìåííî, ãëàäêîé ôóíêöèåé íà E∞ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ,
ãëàäêèì îáðàçîì çàâèñÿùàÿ îò êîíå÷íîãî (íî ïðîèçâîëüíîãî) íàáîðà ïåðåìåííûõ (6). Àë-
ãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà E∞ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç F(E). Ëþáîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîé
àëãåáðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó (â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íóþ) âèäà

g0
∂

∂t
+

n∑
l=1

gl
∂

∂xl

+
m∑

i=1

∞∑
j=0

g
(j)
i

∂

∂u
(j)
i

, (7)

ãäå gl, l = 0, 1, . . . , n, g
(j)
i , i = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , | íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè íà

E∞. Ëþáîå òàêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì íà E∞. Ìíîæåñòâî
âåêòîðíûõ ïîëåé íà E∞ ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä àëãåáðîé F(E) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç D(E∞).
Âåêòîðíûå ïîëÿ âèäà (7), ó êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ïåðâîå ñëàãàåìîå, ò. å. g0 ≡ 0, íàçûâàþò
âåðòèêàëüíûìè.
Äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìîé íà E∞ íàçûâàåòñÿ 1-ôîðìà, çàâèñÿùàÿ îò êîíå÷íîãî íàáîðà

ïåðåìåííûõ (6), ò. å. êîíå÷íàÿ ñóììà

g0dt+
n∑

l=1

gldxl +
m∑

i=1

k∑
j=0

g
(j)
i du

(j)
i , g0, gl, g

(j)
i ∈ F(E).

×åðåç Λ1(E∞) îáîçíà÷èì F(E)-ìîäóëü äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì íà E∞. Àëãåáðà F(E),
ìîäóëè D(E∞) è Λ1(E∞) ñâÿçàíû îáû÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè. Â ÷àñòíîñòè,
ïðîèçâîäíóþ Ëè ôóíêöèè g (1-ôîðìû ω) âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Xg (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Xω).
Âåêòîðíîå ïîëå

D =
∂

∂t
+

n∑
l=1

fl(t, x, u
(0))

∂

∂xl

+
m∑

i=1

∞∑
j=0

u
(j+1)
i

∂

∂u
(j)
i

,

îïðåäåëåííîå â òî÷êàõ E∞, íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî t íà E∞. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè
âäîëüD ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé â ñèëó ñèñòåìû (1), à ôàçîâûå êðèâûå ýòîãî ïîëÿ ñîâïàäàþò
ñ ãðàôèêàìè â E∞ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) (ñì. [7]). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîé ìî-
äåëè ñèñòåìû (1) áåðåòñÿ ïàðà (E∞, D), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äèôôåîòîïîì (èëè áåñêîíå÷íûì
ïðîäîëæåíèåì) ñèñòåìû (1) (ïîäðîáíîñòè ñì. â [7]).

3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïëîñêîñòíîñòè
è äèíàìè÷åñêîé ëèíåàðèçóåìîñòè

Ïóñòü (S∞, DS) è (E∞, DE)| äâà äèôôåîòîïà. Îòîáðàæåíèå

F : S∞ −→ E∞ (8)
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áóäåì íàçûâàòü ãëàäêèì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå F ∗ îòîáðà-
æàåò ëþáóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ íà E∞ â ãëàäêóþ ôóíêöèþ íà S∞, ò. å. F ∗(F(E)

)
⊂ F(S),

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ F ∗(g) = g ◦ F . Îòîáðàæåíèå (8) íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè
îíî ãëàäêîå, âçàèìíîîäíîçíà÷íîå, è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
Äèôôåîìîðôèçì (8), ñîõðàíÿþùèé íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, ò. å.F ∗(t) = t, íàçûâàåòñÿ

C-äèôôåîìîðôèçìîì (èëè èçîìîðôèçìîì Ëè | Áýêëóíäà), åñëè

F∗(DS) = DE . (9)

Ïðè ýòîì C-äèôôåîìîðôíûìè íàçûâàþòñÿ ñèñòåìû, ÷üè äèôôåòîïû ñâÿçàíû C-äèôôåîìîð-
ôèçìîì. Îïðåäåëåíèå C-äèôôåîìîðôèçìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ϑ ∈ S∞ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
â ïðèâåäåííûõ çäåñü îïðåäåëåíèÿõ ìíîãîáðàçèÿ S∞ è E∞ çàìåíèòü íà îêðåñòíîñòè òî÷åê
ϑ ∈ S∞ èF (ϑ) ∈ E∞ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ôàçîâûå êðèâûå ïîëíîé ïðîèçâîäíîéD ñîâïà-
äàþò ñ ãðàôèêàìè ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû, òî èç óñëîâèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé
C-äèôôåîìîðôèçì îòîáðàæàåò ãðàôèêè ðåøåíèé îäíîé ñèñòåìû â ãðàôèêè ðåøåíèé äðóãîé
ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, C-äèôôåîìîðôíûå ñèñòåìû| ýòî ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû. Äàëåå
÷åðåç E∞ îáîçíà÷åí äèôôåîòîï ñèñòåìû (1), à ñèñòåìà âèäà

ẏ = v, y, v ∈ Rr, (10)

íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé. Ñèñòåìà (10) ïëîñêàÿ, è (y1, . . . , yr)|åå ïëîñêèé âûõîä. Ïîýòîìó
â êà÷åñòâå êîîðäèíàò íà äèôôåîòîïå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî âçÿòü ôóíêöèè

t, y
(0)
1 , . . . , y(0)

r , y
(1)
1 , . . . , y(1)

r , y
(2)
1 , . . . . (11)

Òåîðåìà 1 ([3]). Ñèñòåìà (1) ïëîñêàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ϑ ∈ E∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò C-äèôôåîìîðôèçì F èç îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè â îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
äèôôåîòîïà òðèâèàëüíîé ñèñòåìû (10). Ïðè ýòîì ôóíêöèè F ∗(y1), . . ., F ∗(yr) îáðàçóþò
ïëîñêèé âûõîä ñèñòåìû (1).
Îáîçíà÷èì äèôôåîòîï ñèñòåìû (3) ÷åðåç S∞, à ÷åðåç Ek | F(S)-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé

ôîðìàìè dt, dxi, dξs, dbj, dDS(bj), . . . , dD
k
S(bj), ãäå i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , l, j = 1, . . . ,m.

Ïîä ðàçìåðíîñòüþ êàêîãî-ëèáî F(S)-ïîäìîäóëÿ E ⊂ Λ1(S∞) â òî÷êå ϑ ∈ S∞ ìû ïîíèìàåì
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êîâåêòîðîâ {ωϑ |ω ∈ E}. ×åðåç dimE ìû îáîçíà÷àåì öåëî÷è-
ñëåííóþ ôóíêöèþ íà S∞, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå ϑ åñòü ðàçìåðíîñòüE â ϑ. Äèíàìè÷åñêàÿ
îáðàòíàÿ ñâÿçü (2) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ϑ ∈ S∞, åñëè â
ýòîé îêðåñòíîñòè dimEl − dimEl−1 = m.
Òåîðåìà 2 ([6]). Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè äèôôåîòîïà (S∞, DS) ñèñòåìû (3) ìîäóëü

El−1 èìååò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü. Òîãäà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:
à) óñëîâèå ñîîòâåòñòâèÿ ðåøåíèé;
á) óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè;
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â) ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé

t, x1, . . . , xn, b1, . . . , bm, DS(b1), . . . , DS(bm), D2
S(b1), . . . , (12)

ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèì íà S∞;
ã) ñðåäè ïåðåìåííûõ ξ ìîæíî âûáðàòü òàêîé ïîäíàáîð ζ = (ξi1 , . . ., ξiq), ÷òî ñèñòåìà (3)

ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

ẋ = f(t, x, u), ζ̇ = g(t, ζ, x, u, u̇, . . . , u(l)), ζ ∈ Rq, (13)

ïðè÷åì ýêâèâàëåíòíîñòü çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x = x, u = b(t, ξ, x, v), ζ = (ξi1 , . . . , ξiq). (14)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, ëåììó 4.4 â [5]), ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê äèôôåîòîïà S∞, â
îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ìîäóëü El−1 èìåþò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü, îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî
â S∞. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå òî÷êè äèôôåîòîïà S∞.
Ïóñòü s(t) = (sx(t), su(t)) | êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ñèñòåìû (1). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

äèíàìè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü (2) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ s(t), åñëè ñèñòåìà (2)
îïðåäåëåíà, êîãäà t, x, u, u̇, . . . åñòü êîîðäèíàòû òî÷êè èç îêðåñòíîñòè êàêîãî-ëèáî áåñêîíå÷-
íîãî äæåòà ðåøåíèÿ s(t), à ξ è v|êîîðäèíàòû òî÷åê èç êàêèõ{ëèáî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
Rl è Rm ñîîòâåòñòâåííî.
Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå (8), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ F ∗(t) = t, íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì,

åñëè:
{ îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9);
{ â êàæäîé òî÷êå ϑ ∈ S∞ êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå F∗,ϑ ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì âåêòîð-

íûõ ïðîñòðàíñòâ;
{ ðàçìåðíîñòü ÿäðà F∗,ϑ ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ ϑ ∈ S∞.
Ðàçìåðíîñòüþ íàêðûòèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ñëîÿ îòîáðàæåíèÿ F èëè, ÷òî ýêâè-

âàëåíòíî, ðàçìåðíîñòü ÿäðà F∗,ϑ. Ëþáîé C-äèôôåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì íóëåâîé
ðàçìåðíîñòè. Åñëè (8) | íàêðûòèå, à (S∞, DS) è (E∞, DE) | äèôôåîòîïû ñèñòåì S è E
ñîîòâåòñòâåííî, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà S íàêðûâàåò ñèñòåìó E , èëè ÷òî F | íàêðûòèå
ñèñòåìû E ñèñòåìîé S.
Òåîðåìà 3 ([6]). Äèíàìè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü (2) ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåò êîíå÷íîìåð-

íîå íàêðûòèå ýòîé ñèñòåìû ñèñòåìîé (3). À ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå íàêðûòèå ñèñòåìû (1)
îïðåäåëÿåò åå äèíàìè÷åñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü.
Ñëåäóÿ [7], ïåðåìåííûå ζ1, . . . , ζq â (13) áóäåì íàçûâàòü íåëîêàëüíûìè ïåðåìåííûìè

äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè (2) (èëè ñîîòâåòñâóþùåãî íàêðûòèÿ). Cèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíîé â òî÷êå ϑ ∈ E∞, åñëè ðàíã ìàòðèöû ∂f/∂u â ýòîé òî÷êå ðàâåím.
Òåîðåìà 4 ([6]). Ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà (1) äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

ϑ åå äèôôåîòîïà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíîå íàêðûòèå èç íåêîòî-
ðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà äèôôåîòîïà òðèâèàëüíîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòü òî÷êè ϑ.

10.7463/0913.0601455 256

http://dx.doi.org/10.7463/0913.0601455


4. Ïðîèçâîäíûå ïî íåëîêàëüíûì ïåðåìåííûì è âûñøèå ñèììåòðèè ñèñòåì

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t íà äèôôåîòîïå ñèñòåìû (13) åñòü

D =
∂

∂t
+

n∑
s=1

fs(t, x, u
(0))

∂

∂xs

+

q∑
j=1

gj(t, ζ, x, u
(0), . . . , u(l))

∂

∂ζj
+

m∑
i=1

∞∑
α=0

u
(α+1)
i

∂

∂u
(α)
i

.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîé íåëîêàëüíîé ïåðåìåííîé (q = 1 â (13)), âåêòîðíîå ïîëå
X =

∂

∂ζ1
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

[X,D] = AX, (15)

ãäå A =
∂g1

∂ζ1
.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (q > 1 â (13)), ñòîëáåö X =
(

∂

∂ζ1
, . . . ,

∂

∂ζq

)T

âåêòîðíûõ ïîëåé

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (15), ãäå [X,D] | ñòîëáåö êîììóòàòîðîâ([
∂

∂ζ1
, D

]
, . . . ,

[
∂

∂ζq
, D

])T

, à AX | ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû ôóíêöèé A =
(

dgi

dζj

)
i,j=1,...,q

è

ñòîëáöà X .
Ïðè A ≡ 0 â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (15) îçíà÷àåò, ÷òî X åñòü âûñøàÿ ñèììåòðèÿ

ñèñòåìû (13).
Âûñøåé (èíôèíèòåçèìàëüíîé) ñèììåòðèåé ñèñòåìû (1) íàçûâàþò (ñì. [7]) âåðòèêàëüíîå

ïîëå X íà E∞, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

[X,D] = 0. (16)

Ìîòèâèðîâêà ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùàÿ. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå Y íà E∞ îáëàäàåò ôàçî-
âûì ïîòîêîì, è ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî ïîòîêà îòîáðàæàþò ãðàôèêè ðåøåíèé ñèñòåìû (1) â
ãðàôèêè ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, òî

[Y,D] = aD, a ∈ F(E). (17)

Ââèäó áåñêîíå÷íîìåðíîñòèE∞ âåêòîðíûåïîëÿ íàE∞, êàê ïðàâèëî, íå îáëàäàþòôàçîâûìïî-
òîêîì. Áóäåì èñêàòü ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà E∞, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (17).
Òàêèå ïîëÿ íàçûâàþò C-ïîëÿìè. Âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå Y íà E∞ ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû âåðòèêàëüíîãî ïîëÿX è ïîëÿ âèäà hD, h ∈ F(E), ò. å. Y = X + hD. Ïðè
ýòîì óñëîâèå (17) îçíà÷àåò, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿX óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (16),
ò. å. ÿâëÿåòñÿ âûñøåé ñèììåòðèåé, à ôóíêöèÿ h ïðîèçâîëüíà. Òàêèì îáðàçîì, íàéäÿ âñå
âûñøèå ñèììåòðèè E∞, ìû íàéäåì âñå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (17).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åñòü îáîáùåíèå òåîðåìû 2.5 èç ãë. 4 â [7], õàðàêòåðèçóþùåé âûñøèå

ñèììåòðèè ñèñòåì òðèâèàëüíîãî âèäà.
Òåîðåìà 5. Ñòîëáåö X âåðòèêàëüíûõ ïîëåé X1, . . . , Xq íà äèôôåîòîïå S∞ òðèâèàëüíîé

ñèñòåìû (10) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (15), ãäå A|ìàòðèöà ôóíêöèé íà S∞, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â êîîðäèíàòàõ (11) íà S∞ ñòîëáåö X èìååò âèä

X =
∞∑

s=0

(D + A)s(ϕ)
∂

∂y(s)
, (18)
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ãäå ϕ = (ϕij), i = 1, . . . , q, j = 1, . . . , r, | ìàòðèöà ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé íà S∞, ∂

∂y(s)
|

ñòîëáåö ïðîèçâîäíûõ ∂

∂y
(s)
1

, . . . , ∂

∂y
(s)
r

, à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñóììó ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö íà ñòîëáöû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕij ïðîèçâîäíóþ Xi(y
(0)
j ), i = 1, . . . , q, j =

= 1, . . . , r. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî s, ÷òî

X(y(s)) = (D + A)s(ϕ). (19)

Ñëó÷àé s = 0 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ϕ. Ïóñòü ðàâåíñòâî (19) äîêàçàíî äëÿ s. Ôîðìóëó (15)
ïåðåïèøåì â âèäå

X ◦D = (D + A) ◦X.

Èñïîëüçóÿ åå è ðàâåíñòâî (19), ïîëó÷àåì

X(y(s+1)) = X(Dy(s)) = (D + A)(Xy(s)) = (D + A)
(
(D + A)s(ϕ)

)
= (D + A)s+1(ϕ).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (19) äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî s, à çíà÷èò, ôîðìóëà (18) âåðíà. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

5. Èíòåãðèðóåìûå ïîëÿ íà äèôôåîòîïàõ

Âåêòîðíîå ïîëå Y ∈ D(E∞) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìûì â îêðåñòíîñòè U∞ ⊂ E∞, åñëè
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ At: U∞ → E∞, t ∈ I , òàêîå, ÷òî:
1) I | îòêðûòûé èíòåðâàë ïðÿìîé R, ñîäåðæàùèé íóëü;
2) A0 | òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå U∞;
3) At ◦ As = At+s, åñëè t, s è t+ s ïðèíàäëåæàò I;

4) d

dt

∣∣∣
t=0

(At)
∗(f)(ϑ) = Y (f)(ϑ) äëÿ ëþáîé òî÷êè ϑ ∈ U∞ è ãëàäêîé ôóíêöèè f íà U∞.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ {At : t ∈ I} íàçûâàþò ôàçîâûì ïîòîêîì ïîëÿ Y .

Ïóñòü U∞ | îòêðûòîå ìíîæåñòâî äèôôåîòîïà E∞ ñèñòåìû (1), l ≥ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Fl(U) êîëüöî ãëàäêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îêðåñòíîñòè U∞ è çàâèñÿùèõ òîëüêî îò
êîîðäèíàò t, x1, . . . , xn, u

(0)
1 , . . ., u(0)

m , . . . , u
(l)
1 , . . . , u

(l)
m . ×åðåç Fl(E) áóäåì îáîçíà÷àòü

ñîîòâåòñâóþùåå êîëüöî ôóíêöèé íà äèôôåîòîïå E∞.
Òåîðåìà 6 ([8]). Åñëè âåêòîðíîå ïîëå Y íà äèôôåîòîïå E∞ ñèñòåìû (1) èíòåãðèðóåìî â

îêðåñòíîñòè U∞ òî÷êè ϑ ∈ E∞, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ F(U) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî l,
÷òî äëÿ ëþáîãî k > 0

Y k(f) ⊂ Fl(U),

ãäå Y k(f) = (Y ◦ . . . ◦ Y )(f)| k-ÿ ñòåïåíü ïðîèçâîäíîé Ëè ôóíêöèè f âäîëü Y .

Ïðèìåð 1. Íà äèôôåîòîïå ñèñòåìû (13) âåêòîðíîå ïîëå ∂

∂ζi
ïðè i = 1, . . . , q èíòåãðèðó-

åìî, òàê êàê óñëîâèå òåîðåìû 6 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ l = 0.
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Òåîðåìà 6 êàæäîé ôóíêöèè f è èíòåãðèðóåìîìó ïîëþ Y íà U∞ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
öåëîå ÷èñëî l(f, Y ). Ñ èíòåãðèðóåìûì ïîëåì Y àññîöèèðóåòñÿ êîëüöî K, ïîðîæäåííîå
ôóíêöèÿìè Y k(f), f ∈ F0(U), k ≥ 0. Òàê êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ K äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
òîëüêî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè f èç F0(U), êîòîðûõ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî K ⊂ Fl(U) äëÿ
íåêîòîðîãî l. À èìåííî, l | ýòî ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë l(f, Y ), ãäå f | êîîðäèíàòíûå
ôóíêöèè èç F0(U).
Â ðàáîòå [8] áûëè ðàññìîòðåíû òàêèå êîëüöàKôóíêöèéíà äèôôåîòîïå, ÷òîF0(U) ⊂ K ⊂

⊂ Fl(U) äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N, äàíî îïðåäåëåíèå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ òàêîãî êîëüöà,
à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâà òàêèõ òî÷åê åñòü îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî
äèôôåîòîïà (ïðåäëîæåíèå 4), è äîêàçàí ðåçóëüòàò (òåîðåìà 1), êîòîðûé äëÿ ñèñòåì âèäà (1)
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 7. [8] Ïóñòü K | òàêîå êîëüöî ôóíêöèé íà äèôôåîòîïå E∞ ñèñòåìû (1), ÷òî

F0(E) ⊂ K ⊂ Fl(E) äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé C-äèôôåîìîðôèçì F
èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U∞ ⊂ E∞ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîëüöà K â äèôôåîòîï S∞

íåêîòîðîé äðóãîé ñèñòåìû, ÷òî K ⊂ F ∗(F0(S)
)
è ëþáîé ýëåìåíò F ∗(F0(S)

)
ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ôóíêöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ K.

6. Íàêðûòèÿ ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì

Âðàáîòå [9] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà êîììóòèðóþùèõèíòåãðèðóåìûõ
C{ïîëåé îïðåäåëÿåò íàêðûòèå, ñëîè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîðîæäåííîãî ýòîé àëãåáðîé. Ìû îáîáùèì ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ïîëåé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (15).
Íàáîð âåðòèêàëüíûõ ïîëåé X1, . . . , Xq íà äèôôåîòîïå E∞ ñèñòåìû (1) áóäåì íàçûâàòü

f -íàáîðîì ñèñòåìû (1), åñëè:

1) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (15), ãäå A| ìàòðèöà ôóíêöèé íà E∞;
2) âåêòîðíûå ïîëÿ X1, . . . , Xq ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå E∞ è ïîïàðíî êîì-

ìóòèðóþò, ò.å. [Xi, Xj] = 0 äëÿ ëþáûõ i, j = 1, . . . , q;
3) ïîëÿ X1, . . . , Xq èíòåãðèðóåìû, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêîå êîëüöî K ôóíêöèé íà E∞,

÷òî F0(E) ⊂ K ⊂ Fl(E) äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N, ìàòðèöà A â (15) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ K è
Xi(K) ⊂ K äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , q.

Òî÷êîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ f -íàáîðà íàçîâåì òî÷êó îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîëüöà K.
Òåîðåìà 8. Ëþáîé f -íàáîð ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåò íàêðûòèå ν èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

U∞ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ f -íàáîðà â äèôôåîòîï íåêîòîðîé äðóãîé ñèñòåìû S1. Ïðè ýòîì
ðàçìåðíîñòü íàêðûòèÿ ν ðàâíà ðàçìåðíîñòè f -íàáîðà, à åãî ëþáîé ýëåìåíòXi ïðîåêòèðóåòñÿ
ïðè ν∗ â íóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàêðûòèå ν ïîñòðîèì òàê, ÷òîáû åãî ñëîè ñîâïàäàëè ñ èíòå-
ãðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîðîæäåííîãî f -íàáîðîì. À èìåííî, êîëüöî
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ν∗
(
F(S1)

)
ñîñòîèò èç îáùèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âåêòîðíûõ ïîëåé èç f -íàáîðà. Îòìåòèì,

÷òî åñëè g|îáùèé ïåðâûé èíòåãðàë ïîëåé èç f -íàáîðà, òî èç ðàâåíñòâà (15) ñëåäóåò, ÷òîDg
åñòü òàêæå îáùèé ïåðâûé èíòåãðàë ïîëåé èç f -íàáîðà. Ïîýòîìó îáùèå ïåðâûå èíòåãðàëû
ïîëåé èç f -íàáîðà îáðàçóþò êîëüöî ôóíêöèé íà íåêîòîðîì äèôôåîòîïå. Òî÷íîå ïîñòðîåíèå
ν è ñèñòåìû S1 ñëåäóþùåå.
Ïî òåîðåìå 7 ñóùåñòâóåò òàêîé C-äèôôåîìîðôèçìF èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèU∞ ⊂ E∞

ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ϑ êîëüöà K â äèôôåîòîï S∞ íåêîòîðîé äðóãîé
ñèñòåìû S, ÷òî K ⊂ F ∗(F0(S)

)
è ëþáîé ýëåìåíò F ∗(F0(S)

)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ

êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ K. Îáîçíà÷èì Yi = F∗(Xi), i = 1, . . . , q. Èç óñëîâèÿ Xi(K) ⊂ K
ñëåäóåò, ÷òî (Xi ◦ F ∗)

(
F0(S)

)
⊂ F ∗(F0(S)

)
è ïîýòîìó Yi

(
F0(S)

)
⊂ F0(S). Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëÿ Y1, . . . , Yq îïðåäåëÿþò âåêòîðíûå ïîëÿ Y 0
1 , . . . , Y

0
q â îáëàñòè S0 ïðîñòðàíñòâà íåçàâèñè-

ìîé è çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû S. Òàê êàê ïîëÿ X1, . . . , Xq ïîïàðíî êîììóòèðóþò,
òî ïîëÿ Y1, . . . , Yq, à çíà÷èò, è èõ ïðîåêöèè Y 0

1 , . . . , Y
0
q òàêæå ïîïàðíî êîììóòèðóþò.

Òàê êàê êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íà E∞ ñîâïàäàþò èëè åñòü ïðîèçâîäíûå âäîëü D òåõ
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèèé, êîòîðûå ëåæàò â F0(E), òî èç ðàâåíñòâà (15) ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿ
X1, . . . , Xq îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè íà F0(E), à çíà÷èò, íà K. Ïîýòîìó âåêòîðíûå ïîëÿ
Y1, . . . , Yq îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè íà F ∗(F0(S)

)
, ò.å. ïîëÿìè Y 0

1 , . . . , Y
0
q . Òàê êàê ïîëÿ

X1, . . . , Xq ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïîëÿ Y1, . . . , Yq, à çíà÷èò, ïîëÿ
Y 0

1 , . . . , Y
0
q .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëÿ Y 0
1 , . . . , Y

0
q îïðåäåëÿþò èíòåãðèðóåìîå ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå

â îáëàñòè S0, à çíà÷èò, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè èç S0, ñîîòâåòñâóþùåé òî÷êå F (ϑ),

ñóùåñòâóþò òàêèå êîîðäèíàòû t, z1, . . . , zN , ÷òî Y 0
i =

∂

∂zi

, i = 1, . . . , q. Òàê êàê Y 0
1 , . . . , Y

0
q |

ïðîåêöèè ïîëåé Y1, . . . , Yq â S0, òî ïðîèçâîäíàÿ Yi(zj) ðàâíà 1 ïðè j = i è 0 ïðè j 6= i, ãäå
z1, . . . , zN ïîíèìàþòñÿ êàê ôóíêöèè íà S∞.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ż1, . . . , żN ïðîèçâîäíûå â ñèëó ñèñòåìû S ôóíêöèé z1, . . . , zN . Íå-

êîòîðûå èç ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè îñòàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ è
t, z1, . . . , zN . Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ìíîæåñòâî òåõ èíäåêñîâ îò 1 äî N , ÷òî ôóíêöèè t, zj, żα

ïðè j = 1, . . . , N, α ∈ I, ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè F (ϑ), à åñëè
α = 1, . . . , N è α 6∈ I, òî żα åñòü ôóíêöèÿ óêàçàííîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
S1 îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè t, zj, żα, j = 1, . . . , N , α ∈ I.
Èç óñëîâèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî

[Yi, DS ] =

q∑
j=1

BijYj, i = 1, . . . , q, (20)

ãäåBij = (F−1)∗(Aij)|ôóíêöèè èçF0(S), ò.å. îò t, z1, . . . , zN , òàê êàêAij ∈ K ⊂ F ∗(F0(S)
)
.

Èç (20) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , q

Yi(żj) = (Yi ◦DS)(zj) = (DS ◦ Yi)(zj) +

q∑
α=1

BiαYα(zj) = Bij
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ïðè j = 1, . . . , q è Yi(żj) = 0 ïðè j = q + 1, . . . , N . Ïîýòîìó ïðè i = 1, . . . , q âåêòîðíîå ïîëå
Yi ïðîåêòèðóåòñÿ â ïîëå

Y 1
i =

∂

∂zi

+
∑
α∈I

Biα
∂

∂żα

íà S1.
Òàê êàê ïîëÿ Y1, . . . , Yq êîììóòèðóþò, òî èõ ïðîåêöèè Y 1

1 , . . . , Y 1
q òàêæå êîììóòèðóþò, à

çíà÷èò, îïðåäåëÿþò èíòåãðèðóåìîå ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå â S1. Ïåðâûìè èíòåãðàëàìè
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè t, zq+1, . . . , zN , ïðîèçâîäíûå żj , j = q + 1, . . . , N ,
j ∈ I, è íåêîòîðûå ôóíêöèè âèäà ψα = żα + ϕα(t, z1, . . . , zN), α = 1, . . . , q, α ∈ I. Âûáåðåì
ôóíêöèè zj , ψα, j = q + 1, . . . , N , α = 1, . . . , q, α ∈ I, â êà÷åñòâå çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
íîâîé ñèñòåìû S1. Óðàâíåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ òå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S, êîòî-
ðûå ñîäåðæàò òîëüêî ýòè ïåðåìåííûå, èõ ïðîèçâîäíûå è t. Ïðîåêöèÿ èç S∞ â S∞1 , êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè zj , ψα è <çàáûâàåò> êîîðäèíàòû z1, . . . , zq, åñòü íàêðûòèå. Îáî-
çíà÷èì åãî ÷åðåç ν1. Ðàçìåðíîñòü íàêðûòèÿ ν1 åñòü q, òàê êàê z1, . . . , zq | êîîðäèíàòû â åãî
ñëîÿõ. Êîìïîçèöèÿ C-äèôôåîìîðôèçìà è íàêðûòèÿ åñòü íàêðûòèå. Ïîýòîìó ν = ν1 ◦F åñòü
íàêðûòèå ðàçìåðíîñòè q èç îêðåñòíîñòè òî÷êè ϑ ∈ E∞ â S∞1 .
Ïî ïîñòðîåíèþ, ν1 ïðîåêòèðóåò ïîëÿ Yi = F∗(Xi), i = 1, . . . , q, â íóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå.

Ïîýòîìó ν∗(Xi) = ν1,∗
(
F∗(Xi)

)
= 0, i = 1, . . . , q. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè íàêðûòèå, îïðåäåëåííîå f -íàáîðîìX , íàêðûâàåò ñèñòåìóS ñèñòåìîé E , òî ñèñòåìó
S áóäåì íàçûâàòü ôàêòîðèçàöèåé ñèñòåìû E âäîëü X .
Òåîðåìà 9. Ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà âèäà (1) äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

åå äèôôåîòîïà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîðèçàöèþ òðèâè-
àëüíîé ñèñòåìû âäîëü íåêîòîðîãî f -íàáîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòîãî
f -íàáîðà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìîé ñèñòåìû ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü (2), ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîé ñâÿçè ñè-
ñòåìà (3), à çíà÷èò, ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñèñòåìà (13) îáðàòèìîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ âèäà (4)
ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå. Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ óïðàâëÿå-
ìàÿ ñèñòåìà ïëîñêàÿ. À òàê êàê îáðàòèìàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ âèäà (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
C-äèôôåîìîðôèçì, òî ñèñòåìà (13) C-äèôôåîìîðôíà ïëîñêîé ñèñòåìå. Íî ëþáîé C-äèôôåî-
ìîðôèçì îòîáðàæàåò ïëîñêóþ ñèñòåìó â ïëîñêóþ. Ïîýòîìó ñèñòåìà (13) ïëîñêàÿ. Îòñþäà
è èç òåîðåìû 1 âûâîäèòñÿ C-äèôôåîìîðôíîñòü ñèñòåìû (13) òðèâèàëüíîé ñèñòåìå. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç F C-äèôôåîìîðôèçì èç äèôôåîòîïà ñèñòåìû (13) â äèôôåîòîï òðèâèàëüíîé

ñèñòåìû. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàáîð X =
(

∂

∂ζ1
, . . . ,

∂

∂ζq

)T

ÿâëÿåòñÿ f -íàáîðîì

ñèñòåìû (13). Òàê êàê ëþáîé C-äèôôåîìîðôèçì îòîáðàæàåò f -íàáîð â f -íàáîð, òî íàáîð
F∗(X) ÿâëÿåòñÿ f -íàáîðîì òðèâèàëüíîé ñèñòåìû. Ôàêòîðèçàöèÿ òðèâèàëüíîé ñèñòåìûâäîëü
F∗(X) ñîâïàäàåò ñ ôàêòîðèçàöèåé ñèñòåìû (13) âäîëü X , ò.å. ñ ñèñòåìîé (1).
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Îáðàòíî, ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè ñèñòåìà (1) åñòü ôàêòîðèçàöèÿ òðèâèàëüíîé ñèñòåìû, òî
ñóùåñòâóåò íàêðûòèå èç ýòîé òðèâèàëüíîé ñèñòåìû â ñèñòåìó (1). Ïî òåîðåìå 4 ñèñòåìà (1)
äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åíî îïèñàíèå àëãåáðû âåêòîðíûõ ïîëåé, îïðåäåëÿþùèõ ñëîè íàêðûòèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ëèíåàðèçóþùåé äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè. Äàííîå îïèñàíèå ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíî êàê äëÿ ïðîâåðêè äèíàìè÷åñêîé ëèíåàðèçóåìîñòè êîíêðåòíûõ ñèñòåì, òàê è
ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ êëàññà äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìûõ ñèñòåì.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïîääåðæêè

âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò 3659.2012.1) è ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 12-07-00267 è 13-07-00736.
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This paper deals with systems that are reduced to linear control systems by composition of
a dynamic feedback transformation with the change of variables. Such systems form the widest
class of systems for which control algorithms were developed. An invariant description of algebra
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