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Введение. Проектирование демпфирующих систем, основанных на принципе 

поглощения энергии за счет фазовых превращений, является новым перспективным 
направлением создания амортизаторов различного назначения. Математические методы 
расчета процессов деформирования таких систем достаточно сложны, поскольку в них 
должны учитываться многомасштабные эффекты переноса массы, импульса и энергии при 
высокоскоростном взаимодействии ударников с амортизирующими системами. В настоящее 
время нелинейные динамические процессы энерго-массообмена практически не изучены, 
обычно при расчетах применяются эмпирические модели, связывающие скорости энерго-
массообмена со скоростями движения фаз пористой среды. В данной работе изложены 
результаты разработки нового подхода к нелинейным задачам механики многофазных 
деформируемых сред, основанного на методе асимптотического осреднения процессов в 
пористых системах [1]. С помощью данного метода проблема моделирования процессов в 
пористых наполненных системах сводится к двум типам задач: локальным задачам на ячейке 
периодичности (ЯП) и осредненной задаче деформирования многофазной среды [2]. 

Физическая модель гетерогенного рабочего тела (ГРТ). Пористое тело имеет два 
масштаба пор: макропоры и нанопоры. В ходе проведенных исследований установлено, что 
поглощение механической энергии обусловлено проникновением жидкости в нанопоры, если 
давление в ГРТ достигло некоторого критического значения [3]. Такое затекание жидкости 
рассматривается как фазовое превращение, которое сопровождается образованием новой 
фазы (g-фазы). В рамках рассматриваемой модели считается, что g-фаза заполняет 
макропоры и нанопоры ГРТ (рис. 1). 
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Рис. 1. Схема течения g-фазы в ГРТ. 
 

При моделировании рассматривалось ГРТ с периодической структурой макропор. 
Периодичность означает, что в гетерогенной системе можно выделить характерный элемент 
(ЯП), повторяющийся с некоторым периодом. Кроме того, в расчетной модели рабочего тела 
амортизатора выбрана одноканальная геометрия макропор (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная модель микроструктуры ГРТ с одноканальной пористостью (показан разрез 
ЯП плоскостью симметрии). 

 
Математическая модель процессов в ГРТ. В области, которую занимает ГРТ, 

рассматривается система, состоящая из уравнений неразрывности, движения и энергии, а 
также определяющих соотношений для соответствующих фаз: 
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где gρ − плотность, ,g gv −v вектор и модуль скорости, g −σ тензор напряжений, 

ge −внутренняя энергия, Vc − теплоемкость при постоянном объеме, gp − давление, 

R − газовая постоянная (коэффициент сжимаемости, если в качестве g-фазы рассматривается 
жидкость), gθ − температура, g −τ тензор вязких напряжений, ,g gkλ − параметры Ламе  
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g-фазы в области gV ; sρ −плотность, s −σ тензор напряжений, s −u вектор перемещений, 

−ε тензор деформаций, −П тензор упругих податливостей твердой фазы в области sV ; 

−E метрический тензор; x∇ −оператор Гамильтона по декартовым координатам jx ; 
t − время. 

Граница раздела sg∑  фаз является подвижной и на ней заданы следующие 

соотношения: [ ] 0g gDρ ρ+ ⋅ =v n , [ ] 0s g Dρ− + ⋅ =v σ n , где [ ]  ⋅ −оператор скачка функции 

при переходе через поверхность sgΣ , для которого [ ] s g
Σ ΣΩ = Ω −Ω ; D − скорость движения 

поверхности sgΣ  (скорость фазового превращения); −n вектор нормали к поверхности sgΣ . 

Система (1) дополняется граничными условиями на внешней поверхности ГРТ и начальными 
условиями. 

Математическое моделирование физических процессов в демпфирующей системе 
осуществляется с привлечением теории гетерогенных пористых систем с фазовыми 
превращениями [2, 4], в основе которой лежит метод асимптотического осреднения 
процессов в периодических структурах [5, 6]. Для ГРТ можно ввести малый параметр 

1l Lκ =  , где l − линейный размер макропор, L − линейный размер всей демпфирующей 

системы, газодинамические и механические параметры { }, ,g gρΩ = v   которой выражаются 

асимптотическими рядами относительно κ : ( ) ( ) ( )0 1 2Oκ κΩ = Ω + ⋅Ω + , где 

( ), ,m jx tξΩ −периодические функции по локальным координатам j jx κ=ξ , 
jx − безразмерные декартовы (глобальные) координаты. 

Локальные задачи на ЯП. С целью определения микропараметров нулевого 
( ) ( )0

, , ,m j
g s x tξΩ  и первого ( ) ( )1

, , ,m j
g s x tξΩ  порядков фаз ГРТ формулируются так называемые 

локальные задачи газовой динамики и механики твердого тела на ЯП [1, 2]. 
Так, локальная задача газовой динамики нулевого уровня, описывающая 

микродвижения g-фазы в макропоре, имеет следующий вид: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0,   0,

2 0,   ,   ;                   (2)

0,   ;   0;

, ,   , , ,   ,

g g g g g g

g g g g g g g g g g

g sg g g g

g g g g g g g gg g g

p

c v p p R V

t t t

ξ ξ

ξ ξ

ξ

ρ ρ

ρ θ ρ θ

ρ θ

ρ ρ ρ ρ θ θ

∇ ⋅ = ∇ ⋅ ⊗ + =

∇ ⋅ + + = = ∈

⋅ = ∈Σ = = =

= = =

v v v E

v ξ

v n ξ v

x v x v x x

     

     

     

( ) ,t









 

 
где ξ∇ −оператор Гамильтона по локальным координатам ξ , gc − теплоемкость g-фазы при 

постоянном давлении, ,  g sgVξ ξ∑ − части области gV  и поверхности sg∑  в ЯП соответственно, 

 

0Ω = −условие периодичности функции Ω  по локальным координатам ξ  на границах ЯП, 

  i⋅ −оператор среднего значения по i-ой фазе от функции Ω , для которого 

( )1
i

i ii V
V dV

ξ
ξ ξΩ = Ω = Ω∫  , iVξ − объем i-ой фазы в ЯП, ,i s g= . 

Локальная задача (2) обладает следующими особенностями: а) задача является 
нелинейной, поскольку кроме дифференциальных уравнений в ней содержатся интегральные 

http://technomag.edu.ru/doc/493560.html


10.7463/1112.0493560  434 

соотношения на искомые функции (средние значения микропараметров в ЯП), б) в систему 
уравнений (2) включены условия периодичности на искомые функции. В работе [7] 
предложен приближенно-аналитический метод решения данной задачи, позволяющий 
вычислять параметры локального потока в отдельной макропоре в зависимости от скорости 
движения осредненного потока (макропотока) и геометрической формы макропор. 
Установлено существование периодических дозвуковых и сверхзвуковых режимов движения 
локального потока. Показано, что периодического трансзвукового режима течения для 
локальной задачи (2) не существует. 

Метод предполагает создание банка данных решений задачи (2) для различных 
вариантов геометрии макропоры, физических свойств g-фазы и осредненного числа Маха 

( )0
gzM v a= , где ( )0

gzv −осевая компонента вектора скорости ( )0
gv  во введенной на ЯП 

локальной цилиндрической системы координат (ЛЦСК), a − осредненная скорость звука, 

ga Rθ= . В частных случаях, если форма поверхности sg∑  в процессе фазовых 

превращений не изменяется, удается получить приближенное аналитическое решение 
( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0 0,  ,  g g g gρ θΩ = v 

   задачи (2) из анализа сформированного банка данных решений 

локальной задачи относительно среднего значения gΩ  и числа Маха M  по ЯП: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )0 0 00 2 2
, ,0 , ,1 , ,1, , exp 2 ,               (3)g g g g m g m g mz M M M z MσΩ

 Ω Ω = Ω Ω −Ω − +Ω 
  

где z − осевая координата ЛЦСК; ( ) ( ) ( ) ( )0 0
, ,0 , ,1,  g m g mM MΩ Ω − интерполяционные полиномы m-

ой степени, отражающие поведение функции ( )0
gΩ  в начале ЛЦСК и на границе ЯП 

соответственно при различных значениях осредненного числа Маха M ; σΩ −параметр, 
выбираемый из условия наилучшего приближения аппроксимационного решения к 
численному путем минимизации максимальной относительной погрешности аппроксимации 
вдоль оси симметрии макропоры при фиксированной геометрии и различных числах Маха 
M , т.е. σΩ  зависит только от геометрической формы области течения и свойств g-фазы. 
Установлено, что функция вида (3) дает наилучшее приближение для сверхзвуковых 
периодических решений с относительной погрешностью не превышающей 3 %. 

При моделировании функция формы fΣ  области gVξ  макропоры была выбрана в 

следующем виде: ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 cos 2 2f z A B A B zπΣ = + − − , где [ ]1 2;1 2z∈ − ; 0A const= , 

0B const= , для которых 0 00 1 2B A< ≤ ≤ . В качестве g-фазы рассматривался воздух. Рис. 3 и 
4 отображают характер поведения плотности и температуры в макропоре при различных 
значениях (дозвуковых и сверхзвуковых) осредненного числа Маха M . На рис. 5 и 6 
показаны графики изменения радиальной и осевой компонент скорости в ЛЦСК для 
макропоры вдоль одиннадцати линий тока при фиксированном значении 5.55M = . Каждая 
линия тока пропорциональна функции формы fΣ . На приведенных графиках геометрия 

области gVξ  определяется следующими параметрами: 0 0.45A = , 0 0.1B = . 
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Рис. 3. Графики изменения плотности и температуры дозвукового локального потока вдоль 
оси симметрии макропоры для различных значений осредненного числа Маха. 
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Рис. 4. Графики изменения плотности и температуры сверхзвукового локального потока 
вдоль оси симметрии макропоры для различных значений осредненного числа Маха. 
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Рис. 5. Графики изменения радиальной компоненты вектора скорости сверхзвукового 
локального потока для различных линий тока g-фазы в макропоре. 
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Рис. 6. Графики изменения осевой компоненты вектора скорости сверхзвукового локального 
потока для различных линий тока g-фазы в макропоре. 
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Микронапряжения ( )0
sσ  и перемещения ( )1

su  твердой фазы в области sVξ  (часть области 

твердой фазы, приходящаяся на одну ЯП) находятся из решения локальной задачи механики 
твердого тела нулевого уровня: 
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где x∇ − оператор Гамильтона по глобальным координатам. Асимптотический ряд для 

вектора перемещений su  выбирается таким образом, что первый член ( )0
su  ряда не зависит от 

локальных координат. Поэтому решение задачи (4) ведется относительно функции 
( ) ( )1 , ,m j
s x tξu , и сама задача, как и система (2), содержит условия периодичности и 

осреднения. Несмотря на такие особенности, эффекты, связанные с криволинейностью 
межфазной поверхности sg∑ , интереса не представляют, поскольку постановка этой 
локальной задачи является стандартной для теории упругости. Ее решение может быть 
найдено, например, методом конечных элементов [8]. 

Глобальная задача. Осредненные по соответствующим фазам ГРТ функции 
(макропараметры): плотность gρ , скорость gv , температура gθ  g-фазы; тензор напряжений 

ssσ , скорость sv , вектор перемещений su  твердой фазы являются исходными данными для 

локальных задач (2), (4) и зависят только от глобальных координат jx  и времени t . Для 
вычисления макропараметров получена так называемая глобальная задача [1, 2], в которую 
входят осредненные уравнения фаз ГРТ. Система глобальных уравнений в декартовой 
системе координат kOx , определяющей решение для всего объема демпфирующей системы, 

имеет вид: { } [ ] { } { }
r
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c
e c v vα α

α

θ ρ ρ θ
ρ ρ=

 
= + + ∆ + ∆ 

  
∑ ; 

( )( )0rm r m rm r m
g g g g g g g g g

Q v v p v vϕ ρ δ ρ= + + ∆ ∆ ; 

( ) ( )0r r r j j r
g g g g g g g g g gg

b e p v v v v Eϕ ρ ρ = + + ∆ ∆ −  
; 

( ) ( ) ( )
3 20 0

1

1
2

r r r
g g g g g g g g

g

E v e v p vα

α

ρ
=

 = ∆ ∆ + ∆ − ∆ 
 

∑ , 
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,  k k
s gv v −декартовы компоненты скорости твердой фазы и g-фазы соответственно; 

i
gv∆ − компоненты вектора пульсаций скорости g-фазы относительно среднего значения i

gv ; 
i
gE − компоненты вектора энергии относительного движения g-фазы; nmC − компоненты 

матрицы [ ]C , для которых nm nm nmC C δ→ , если , 1,9n m = , причем 11 0C = , 

( )33 44 55 22 66 77 88 991 ,  1s sC C C C C C C Cϕ ρ= = = − = = = = = ; gϕ − пористость; 1s gϕ ϕ= − ; 

J −интенсивность объемного фазового превращения; kP −компоненты вектора сил 
межфазового взаимодействия; gE −интенсивность фазового энергетического обмена. 

Макропараметры ГРТ вычислялись с применением модифицированной конечно-
разностной схемы Мак-Кормака, состоящей из шагов 1) «предиктор», 2) «корректор», 
3) «учет правой части» и 4) «сглаживание». Модификация общеизвестной схемы Мак-
Кормака [9, 10] заключается в наличии 4-го этапа «сглаживание», который предусматривает 
использование оператора специального вида, предназначенного для устранения 
нефизических осцилляций решения, возникающих при прохождении шагов 1)-3) разностной 
схемы. 

Выполнены расчеты для одномерной демпфирующей системы (пористой пластины) с 
цилиндрическими макропорами. Рассмотрен случай распространения импульса давления, 
возникшего в результате действия импульсной динамической нагрузки на внешнюю сторону 
пластины, у которой тыльная поверхность соприкасается с неподвижной опорой. На рис. 7 и 
9 показаны волновые картины сжимающих напряжений, возникающие в твердой фазе ГРТ в 
процессе его деформирования в случае отсутствия и появления фазового превращения. На 
рис. 8 и 10 показаны графики заданного внешнего воздействия на демпфирующую систему и 
зависимость модуля сжимающих напряжений на ее тыльной поверхности от безразмерного 
времени в случае отсутствия и появления фазового превращения. 

Из анализа приведенных графиков следует, что если в одномерной гетерогенной 
системе фазового превращения нет, то пластина ведет себя как упругое твердое тело, 
наблюдается рост напряжений на тыльной стороне пластины (рис. 8). 
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Рис. 7. Волны напряжения в твердой фазе ГРТ (вдоль пористой пластины) без фазового 
превращения для различных значений безразмерного времени. 
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Рис. 8. Зависимость внешнего воздействия и модуля сжимающих напряжений на тыльной 
поверхности пористой пластины от безразмерного времени (без фазового превращения). 
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Рис. 9. Волны напряжения в твердой фазе ГРТ (вдоль пористой пластины) при наличии 
фазового превращения для различных значений безразмерного времени. 
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Рис. 10. Зависимость внешнего воздействия и модуля сжимающих напряжений на тыльной 
поверхности пористой пластины от безразмерного времени (при наличии фазового 

превращения). 
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Если же в демпфирующей системе сложились условия для возникновения фазового 
превращения, то наблюдается значительное снижение напряжений на тыльной стороне 
пластины (рис. 10) за счет заполнения нанометровых пор твердого тела g-фазой. 

Выводы. Разработана математическая модель, описывающая высокоскоростные 
нелинейные нестационарные процессы в гетерогенных деформируемых системах с 
фазовыми превращениями, показаны ее особенности. Модель может быть использована в 
процессе проектирования перспективных гетерогенных демпфирующих систем. На основе 
разработанных численных и численно-аналитических методов выполнены расчеты микро- и 
макропараметров такой динамической системы. Выявлены особенности локальных 
процессов переноса в макропорах ГРТ с криволинейной границей межфазной поверхности. 
Результаты расчетов макропараметров показали качественно правильное их соответствие 
имеющимся экспериментальным данным. 
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