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Ââåäåíèå

Çàäà÷à ñëåäîâàíèÿ êîëåñíîãî ðîáîòà âäîëü çàäàííîãî êðèâîëèíåéíîãî ïóòè â ëèòåðàòóðå
àêòèâíî îáñóæäàåòñÿ, ÷òî îòðàæàåò åå àêòóàëüíîñòü [1]. Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð,
â ñåëüñêîì õîçÿéñòâå ïðè ïëàíèðîâàíèè ïóòè òðàêòîðà, óáèðàþùåãî óðîæàé. Ïóáëèêàöèè,
ïîñâÿùåííûå ýòîé ïðîáëåìå, ðàçëè÷àþòñÿ ïî èñïîëüçóåìîé ìîäåëè, â êîòîðûõ ìîãóò ó÷è-
òûâàòüñÿ ìîäåëè ïðîñêàëüçûâàíèÿ êîëåñ, íàëè÷èå ïðèâîäà ïåðåäíèõ êîëåñ è ò.ï., ïî âèäó
ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè [2, 3, 4]. Â [4, 5] óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ äëÿ ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåí-
íîé â öåïíîé ôîðìå. Â [2, 6] ïðåäëîæåíû çàìåíû ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
âûïîëíèòü ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû îáðàòíîé ñâÿçüþ. Â [6] òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ çàêîí óïðà-
âëåíèÿ, ó÷èòûâàþùèé îãðàíè÷åííûé ðåñóðñ âõîäíîãî ñèãíàëà.
Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñëåäîâàíèÿ ïî çàäàííîìó ïóòè ñîñòîèò â ïåðåõîäå â

ðàìêàõ êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îò íåïîäâèæíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ïóòåâûì
êîîðäèíàòàì [2, 6, 7]. Â äàííîé ðàáîòå àíàëèçèðóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêîé ïåðåõîä
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.
Â ðàçä. 1 îïèñûâàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåñíîãî ðîáîòà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-

òàõ. Â ðàçä. 2 ïðèâåäåí âûâîä êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïóòåâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîçâîëÿ-
þùèé ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå, îïèñûâàþùåå òàêîé ïåðåõîä. Â ðàçä. 3 âûÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ
äèôôåîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà, ýòî îòîáðàæåíèå àíàëèçèðóåòñÿ â ÷àñòíûõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ïðåäïèñàííàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòüþ.

1. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåñíîãî ðîáîòà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

Ìîáèëüíûé ðîáîò ñ àâòîìîáèëüíîé êîìïîíîâêîé êîëåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàíñïîðòíîå
ñðåäñòâî, äâèæóùååñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ êîëåñ (ðèñ. 1). Ïðè ýòîì çàäíèå êîëåñà ðîáîòà
ÿâëÿþòñÿ âåäóùèìè, à ïåðåäíèå îáåñïå÷èâàþò ïîâîðîò åãî ïëàòôîðìû.
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Ðèñ. 1. Êîëåñíûé ðîáîò

Âìåñòî ÷åòûðåõêîëåñíîé ìîäåëè ðîáîòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå ïðîñòóþ òðåõêîëåñ-
íóþ, çàìåíèâ äâà ïåðåäíèõ êîëåñà îäíèì, ðàñïîëîæåííûì ìåæäó íèìè. Óãîë φ ïîâîðîòà
ïåðåäíåãî êîëåñà òðåõêîëåñíîãî ðîáîòà ñîîòâåòñòâóåò ïîëóñóììå óãëîâ φ1 è φ2 ïîâîðîòà
ïåðåäíèõ êîëåñ ÷åòûðåõêîëåñíîãî ðîáîòà:

φ =
φ1 + φ2

2
.

Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ êîëåñíîãî ðîáîòà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

1) xC , yC | êîîðäèíàòû áàçîâîé òî÷êè ðîáîòà (ñåðåäèíà çàäíåé îñè);
2) φ| óãîë ïîâîðîòà ïåðåäíåãî êîëåñà;
3) ϑ| óãîë íàêëîíà öåíòðàëüíîé ëèíèè ïëàòôîðìû (ýòà ëèíèÿ óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå

âåêòîðà ñêîðîñòè ðîáîòà);
4) v| ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè ðîáîòà.

Òîãäà êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

ẋC = v cosϑ,

ẏC = v sinϑ,

ϑ̇ =
v

l
tgφ,

φ̇ = ω,

(1)

ãäå l | ðàññòîÿíèå îò áàçîâîé òî÷êè äî öåíòðà ïåðåäíåãî êîëåñà; ω | óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ïåðåäíåãî êîëåñà; v| ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè ðîáîòà. Ïàðàìåòðû v è ω ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê óïðàâëåíèÿ. Ýòè ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðèâîäîâ.

2. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåñíîãî ðîáîòà â ïóòåâûõ êîîðäèíàòàõ

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà ïî çàäàííîé (ïðåäïèñàííîé) òðàåêòîðèè íåîáõîäèìî
ïðåäëîæèòü àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé âîçâðàùàòü ðîáîò íà ïðåäïèñàííóþ òðà-
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åêòîðèþ â ñëó÷àå åãî îòêëîíåíèÿ, ò.å. àëãîðèòì ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ â ôîðìå
îáðàòíîé ñâÿçè. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïóòåì ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì, íàçûâàåìûì ïóòåâûìè êîîðäèíà-
òàìè. Ýòè êîîðäèíàòû íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ è õîðîøî
ôèêñèðóþò âîçìîæíûå îòêëîíåíèÿ.
Ïóòåâûìè êîîðäèíàòàìè íàçûâàþò [7]:

1) s| íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé, çàäàþùåé ïðåäïèñàííóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ;
2) d| ðàññòîÿíèå îò áàçîâîé òî÷êè C ðîáîòà äî ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ;
3) ψ | óãîë ìåæäó öåíòðàëüíîé ëèíèåé ïëàòôîðìû è êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ïðåäïè-

ñàííîé òðàåêòîðèè â òî÷êå Cs, áëèæàéøåé ê áàçîâîé òî÷êå ðîáîòà;
4) φ| óãîë ïîâîðîòà ïåðåäíåãî êîëåñà (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Ïîëîæåíèå êîëåñíîãî ðîáîòà îòíîñèòåëüíî ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êèíåìàòèêè ðîáîòà â ïóòåâûõ êîîðäèíàòàõ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïè-
ñàííàÿ òðàåêòîðèÿ çàäàíà óðàâíåíèÿìè xs = xs(s), ys = ys(s). Òîãäà åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé
âåêòîð ~τ â òî÷êå ýòîé êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ s íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà, èìååò
êîîðäèíàòû

~τ = (x′
s(s), y

′
s(s)).

Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ~τ | åäèíè÷íûé âåêòîð, òî

(x′
s)

2 + (y′
s)

2 = 1.

Îòñþäà âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ [8]

x′′
ss = −ky′

s, y′′
ss = kx′

s, (2)

ãäå k = k(s)| êðèâèçíà êðèâîé â òåêóùåé òî÷êå.
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Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû áàçîâîé òî÷êè
ðîáîòà çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

xC = xs − y′
sd, yC = ys + x′

sd. (3)

Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ó÷òåíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, äâèæåíèþ ïî òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóåò óâå-
ëè÷åíèå íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà, à âî-âòîðûõ, ðàñïîëîæåíèþ ðîáîòà ëåâåå ïðåäïèñàííîé
òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà d. Çíà÷åíèå d = 0 óêàçûâàåò
íà òî, ÷òî ðîáîò íàõîäèòñÿ íà çàäàííîé êðèâîé.
Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3) ïî ïàðàìåòðó s, ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷àåì ẋC = x′

sṡ− y′′
ssṡd− y′

sḋ = x′
s(1− kd)ṡ− y′

sḋ,

ẏC = y′
sṡ+ x′′

ssṡd+ x′
sḋ = y′

s(1− kd)ṡ+ x′
sḋ.

(4)

Êîîðäèíàòû x′
s, y′

s âåêòîðà τ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óãîë ϕs íàêëîíà ýòîãî âåêòîðà:

x′
s = cosϕs, y′

s = sinϕs. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â ñîîòíîøåíèÿ (4), íàõîäèì

ẋC = (1− kd)ṡ cosϕs − ḋ sinϕs, ẏC = (1− kd)ṡ sinϕs + ḋ cosϕs. (6)

Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ (6) êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ṡ è ḋ, ïîëó÷àåì

(1− kd)ṡ = ẋC cosϕs + ẏC sinϕs, ḋ = −ẋC sinϕs + ẏC cosϕs,

îòêóäà, çàìåíèâ ẋC è ẏC ñ÷åðåç ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè v, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

ṡ(1− kd) = v cos(ϑ− ϕs) = v cosψ, ḋ = v sin(ϑ− ϕs) = v sinψ. (7)

×òîáû íàéòè ψ̇, îòìåòèì, ÷òî ϕ′
s | ýòî ñêîðîñòü âðàùåíèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~τ , ò.å.

êðèâèçíà k = k(s) êðèâîé â òåêóùåé òî÷êå. Ó÷èòûâàÿ ýòî, íàõîäèì

ψ̇ = ϑ̇− ϕ̇s = ϑ̇− ϕ′
sṡ =

v

l
tgφ− kṡ =

v

l
tgφ− kv cosψ

1− kd
. (8)

Îáúåäèíÿÿ óðàâíåíèÿ (7), (8) è ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1), ïîëó÷àåì êèíåìàòè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ ðîáîòà â ïóòåâûõ êîîðäèíàòàõ (ñì. òàêæå [5]):

ṡ =
kv cosψ
1− kd

,

ḋ = v sinψ,

ψ̇ =
v

l
tgφ− kv cosψ

1− kd
,

φ̇ = ω.

(9)
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3. Àíàëèç ïåðåõîäà îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ïóòåâûì

Ïðèâåäåííûé âûâîä êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïóòåâûõ êîîðäèíàòàõ ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ òåì, ÷òî ïîñòðîåí íà ñâÿçè äâóõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàïèñàíî
îòîáðàæåíèå, òî äàëåå ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçìåíÿþòñÿ
êàê êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ, à çàïèñü êèíåìàòè÷åñêèèõ óðàâíåíèé â íîâûõ, ïóòåâûõ
êîîðäèíàòàõ åñòü íå ÷òî èíîå êàê ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Àíàëèçèðóÿ âûâîä êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæåì çàïèñàòü îòîáðàæåíèå Φ, ñâÿçûâà-

þùåå ïóòåâûå êîîðäèíàòû ñ äåêàðòîâûìè:
xC = xs − y′

sd,

yC = ys + x′
sd,

ϑ = ψ + ϕs,

φ = φ.

(10)

Çäåñü âåëè÷èíà ϕs, íàïîìíèì, åñòü óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ~τ ê îïîðíîé êðè-
âîé è, ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò x′

s è y′
s ýòîãî âåêòîðà. Â ñâîþ î÷åðåäü,

âåëè÷èíû xs, ys, x′
s, y′

s åñòü èçâåñòíûå ôóíêöèè ïåðåìåííîãî s | íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà
îïîðíîé êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì, â çàïèñàííûõ óðàâíåíèÿõ ïðàâûå ÷àñòè ñîäåðæàò ÷åòûðå
ïåðåìåííûå: s, d, ψ è φ.
Àíàëèç çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü êîððåêòíîñòü ïåðåõîäà â ðàññìàòðè-

âàåìîé çàäà÷å ê ïóòåâûì êîîðäèíàòàì. Ïîä êîððåêòíîñòüþ ïåðåõîäà îò îäíèõ êîîðäèíàò
ê äðóãèì ïîíèìàåòñÿ óñëîâèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèç-
ìîì. Óñëîâèå äèôôåîìîðôíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò äåëàòü çàêëþ÷åíèÿ îá àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â îäíèõ êîîðäèíàòàõ, åñëè ýòî èìååò ìåñòî â äðóãèõ. Âîçìîæíû äâà
âàðèàíòà ïðîâåðêè ñâîéñòâà äèôôåîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ: ëîêàëüíûé è ãëîáàëüíûé (ò.å.
â çàäàííîé îáëàñòè).

Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà çàìåíû ïåðåìåííûõ. Îòîáðàæåíèå Φ, çàäàþùåå ïåðåõîä îò
ïóòåâûõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì, èìååò âèä (10). Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî îòîáðàæåíèå áûëî
ëîêàëüíî äèôôåîìîðôíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî ãëàäêèì è åãî ÿêîáèàí
áûë îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå îá îáðàòíîéôóíêöèè äëÿ ëþáîé òî÷êèìîæíî âûáðàòü
åå îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå çàäàåò äèôôåîìîðôèçì.
Íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèé (10) âûòåêàåò, ÷òî åñëè îïîðíàÿ êðèâàÿ, ïàðàìåòðèçîâàí-

íàÿ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì, ÿâëÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé, òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì. Ñëåäóåò îòìåòèòü
âåëè÷èíó ϕs, êîòîðóþ ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà s. Âîîáùå
ãîâîðÿ, óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ~τ îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî 2π).
Îäíàêî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ýòîãî âåêòîðà, òî ôóíêöèþ ϕs
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ìîæíî îäíîçíà÷íî îïèñàòü ôóíêöèåé

atan2(x, y) =



arctg y
x
, x > 0;

π + arctg y
x
, x < 0, y ≥ 0;

−π + arctg y
x
, x < 0, y < 0;

π

2
, x = 0, y > 0;

−π
2
, x = 0, y < 0,

(11)

êîòîðàÿ âõîäèò â áèáëèîòåêè ìíîãèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè x = y = 0 ýòà ôóíêöèÿ
íå îïðåäåëåíà. Ôóíêöèÿ atan2(x, y) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â ëþáîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè, íå
ñîäåðæàùåé òî÷êè îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè îñè Ox. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ìû ìîæåì
çàïèñàòü

ϕs = atan2(x′
s, y

′
s).

Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ Φ (10) èìååò âèä

MΦ =


x′

s − y′′
ssd −y′

s 0 0

y′
s + x′′

ssd x′
s 0 0

ϕ′
s 0 1 0

0 0 0 1

 ,

ãäå ϕ′
s = y′′

ssx
′
s − x′′

ssy
′
s | ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ϕs ïî ïåðåìåííîìó s. Îòñþäà íàõîäèì

ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ Φ:

JΦ = detMJΦ = x′
s(x

′
s − y′′

ssd) + y′
s(y

′
s + x′′

ssd) = (x′
s)

2 + (y′
s)

2 − (x′
sy

′′
ss − y′

sx
′′
ss)d = 1− kd.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå (10) çàäàåò ëîêàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â òåõ òî÷êàõ, â
êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå

1− kd 6= 0. (12)

Ïðîàíàëèçèðóåì, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü óñëîâèå (12) â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåäïèñàííàÿ
òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ èëè îêðóæíîñòü.
Çàäàäèì ïðÿìóþ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = a1t+ a2, y = b1t+ b2, (13)

ãäå a1, a2, b1, b2 | èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì

a1 6= 0, b1 6= 0. (14)

Ïîëàãàåì, ÷òî äâèæåíèå ðîáîòà ïî ýòîé ïðÿìîé îçíà÷àåò âîçðàñòàíèå ïàðàìåòðà t. Òîãäà
åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð s ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s = t
√
a2

1 + b21.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

xs =
a1√
a2

1 + b21
s+ a2, x′

s =
a1√
a2

1 + b21
,

ys =
b1√
a2

1 + b21
s+ b2, y′

s =
b1√
a2

1 + b21
.

Îòîáðàæåíèå Φ (10) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

xC =
a1s− b1d√
a2

1 + b21
+ a2,

yC =
b1s+ a1d√
a2

1 + b21
+ b2,

ϑ = ψ + atan2(a1, b1),

φ = φ.

(15)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå (15) ãëàäêîå. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó äëÿ ïðÿìîé k =∞,
òî óñëîâèå (12) âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïèñàííàÿ òðàåêòîðèÿ åñòü
ïðÿìàÿ, îòîáðàæåíèå Φ (10) çàäàåò ëîêàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â ëþáîé òî÷êå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû.
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïèñàííàÿ òðàåêòîðèÿ åñòü îêðóæíîñòü. Çàäàäèì

îêðóæíîñòü ïàðàìåòðè÷åñêè:

x = a cosωt, y = a sinωt, (16)

ãäå a 6= 0 | ðàäèóñ îêðóæíîñòè. Åñëè ðîáîò äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ò.å. ïàðàìåòð t âîçðàñòàåò, òî íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà îêðóæíîñòè ââîäèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

s = at.

Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå

xs = a cos
s

a
, x′

s = − sin
s

a
,

ys = a sin
s

a
, y′

s = cos
s

a
,

à îòîáðàæåíèå Φ (10) èìååò âèä 

xC = (a− d) cos
s

a
,

yC = (a− d) sin
s

a
,

ϑ = ψ +
s

a
+
π

2
,

φ = φ.

(17)

ßñíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ãëàäêîå. Ïðè ýòîì óñëîâèå (12) â äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê íåðà-
âåíñòâó d 6= a. Òî, ÷òî ðàâåíñòâî d = a ïðèâîäèò ê ëîêàëüíîé íåîáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿΦ,
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âûòåêàåò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû xC è yC èìåþò îäíî è
òî æå çíà÷åíèå ïðè ëþáûõ s (ýòî áóäóò êîîðäèíàòû öåíòðà êîðóæíîñòè).

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â îáëàñòè. Ëîêàëüíàÿ äèôôåîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ | íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå äèôôåîìîðôíîñòè â çàäàííîé îáëàñòè, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.
Óæå ïðèìåð îêðóæíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåèíúåêòèâíûì
è â ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò äèôôåîìîðôèçìîì â äàííîé îáëàñòè. Îäíàêî, åñëè îòîáðàæåíèå
Φ èíúåêòèâíî, òî îíî èìååò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíê-
öèè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (ïðè óñëîâèè, ÷òî îïîðíàÿ êðèâàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ). Îáðàòèìîñòü
æå îòîáðàæåíèÿ Φ ñâÿçàíà ñ âîçìîæíîñòüþ ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì áàçîâîé òî÷êè C
îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî áëèæàéøóþ òî÷êó íà îïîðíîé êðèâîé. Íåñëîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð,
êîãäà ýòî íåâîçìîæíî (íàïðèìåð, äëÿ òî÷åê îñè ñèììåòðèè ïàðàáîëû).
Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñêëþ÷èâ

èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (10) ïåðåìåííîå d, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

xCx
′
s + yCy

′
s = xsx

′
s + ysy

′
s, (18)

êîòîðîå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îò ïåðåìåííûõ xC , yC è s. Åñëè îíî ðàçðåøèìî
îòíîñèòåëüíî s õîòÿ áû â ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå, ò.å. äëÿ êàæäîé ïàðû xC , yC óðàâíåíèå
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî s, òî îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ

s = f̃(xC , yC).

Ñïîìîùüþýòîéôóíêöèèìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíóϕs, à ñ íåé è ïåðåìåííóþψ. Âåëè÷èíà
d ïðè èçâåñòíîì s íàõîäèòñÿ, íàïðèìåð, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (10). Â ðåçóëüòàòå çàäàííûå
çíà÷åíèÿ xC , yC , ϑ, φ áóäóò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ s, d, ψ, φ, ò.å. îòîáðàæåíèå Φ

áóäåò îáðàòèìûì.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûäåëåíèÿ îáëàñòè, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå Φ åñòü äèôôåîìîðôèçì,

íàäî íàéòè ìíîæåñòâî U òî÷åê íà ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ áëèæàéøàÿ òî÷êà îïîðíîé êðè-
âîé îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ò.å. óðàâíåíèå (18) îòíîñèòåëüíî s èìååò íååäèíñòâåííîå
ðåøåíèå. Çàòåì â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (s, d, ψ, ω) âûáðîñèòü âñå òî÷êè, êîòîðûå
îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò â òî÷êè ñî çíà÷åíèåì ïàðû (xC , yC) èç ìíîæåñòâà U . Ïîëó÷èì
ìíîæåñòâî K. Â ëþáîé îáëàñòè, öåëèêîì ñîäåðæàùåéñÿ â K, îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì.
Âîçâðàùàÿñü ê ïðÿìîé è îêðóæíîñòè êàê îïîðíîé êðèâîé, ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùèé

âûâîä. Åñëè îïîðíàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ, òî îòîáðàæåíèå Φ äèôôåîìîðôíî
â R4, ïîñêîëüêó íà ïëîñêîñòè ëþáàÿ òî÷êà èìååò åäèíñòâåííóþ áëèæàéøóþ òî÷êó íà ïðÿ-
ìîé | îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè íà ïðÿìóþ. Åñëè îïîðíàÿ êðèâàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà a èëè åå äóãó, òî îòîáðàæåíèå Φ äèôôåîìîðôíî â
îáëàñòè â R4, îïèñûâàåìîé íåðàâåíñòâîì d 6= a, òàê êàê íà ïëîñêîñòè åäèíñòâåííàÿ òî÷êà,
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äëÿ êîòîðîé áëèæàéøàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî | ýòî öåíòð îêðóæ-
íîñòè. Â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (s, d, ψ, ω) öåíòðó îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè
ãèïåðïëîñêîñòè d = a.

Â îáùåì ñëó÷àå âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü îïîðíàÿ êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå x = x(s), y = y(s), ãäå
s| íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð è ôóíêöèè x(s) è y(s) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü G îïîðíîé êðèâîé, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà P ∈ G èìååò
åäèíñòâåííóþ áëèæàéøóþ òî÷êó íà îïîðíîé êðèâîé, ò.å. îòîáðàæåíèå Φ äèôôåîìîðôíî â
îáëàñòè d < d0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè d0.

J Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå s0 ïàðàìåòðà s. Â òî÷êå s = s0, d = 0, ψ = ψ0, φ = φ0

óñëîâèå (12) âûïîëíåíî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V ⊂ R4, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå
Φ äèôôåîìîðôíî. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ V2 îáëàñòè Φ(V ) ∈ R4 íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ
xC , yC . Â V2 ëþáàÿ òî÷êà èìååò åäèíñòâåííóþ áëèæàéøóþ òî÷êó íà îïîðíîé êðèâîé ñðåäè
òåõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â V2. Âûáèðàÿ â V2 íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü O(x0, y0), ãäå x0 = x(s0),
y0 = y(s0), è óìåíüøàÿ åå ðàäèóñ âäâîå, ïîëó÷èì îêðåñòíîñòü O′(x0, y0) ñ íåêîòîðûì ðàäèó-
ñîì ρ0. Ëþáàÿ òî÷êà ýòîé îêðåñòíîñòè íà îïîðíîé êðèâîé èìååò åäèíñòâåííóþ áëèæàéøóþ
òî÷êó, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå äî ëþáîé òî÷êè îïîðíîé êðèâîé âíå îêðåñòíîñòèO(x0, y0) ïðå-
âûøàåò ðàññòîÿíèå äî òî÷êè (x0, y0). Îêðåñòíîñòè O′(x0, y0) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
(s, d, ψ, φ) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ îáëàñòü G(s0), êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå òî÷êè, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì s = s0, d < ρ0. Îáúåäèíàÿÿ âñå îáëàñòè G(s0) ïî âñåì çíà÷åíèÿì
íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà, ïîëó÷èì îáëàñòü â R4, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå Φ èíúåêòèâíî, à
çíà÷èò, äèôôåîìîðôíî. Ýòà îáëàñòü, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæèò îáëàñòü d < ρ0. I

Çàêëþ÷åíèå

Â çàäà÷å ñëåäîâàíèÿ ðîáîòà ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè ðàññìîòðåí ïðîöåññ ïåðåõîäà îò
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ïóòåâûì. Ïðîàíàëèçèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêîé ïåðåõîä
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, ò.å. ïåðåõîä îò îäíèõ ïåðåìåííûõ ê äðóãèì îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì.

Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ïåðåõîäà ïðîàíàëèçèðîâàíû â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ âèäà
ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè: ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.

Äîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä ê ïóòåâûì êîîðäèíàòàì ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðèôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-07-00267 è 12-07-00329)
è Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò
ÍØ-3659.2012.1).
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The model of the wheeled robot with automobile configuration of wheels in a problem of path
stabilisation is considered. Conditions at which transition from the Cartesian coordinates to the
trajectory coordinates at the path stabilization problem is correct are investigated. Performance of
these conditions for the elementary types of a trajectory of the robot is analyzed.
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