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1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñðàâíåíèþäâóõ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ïåðåîðèåí-
òàöèåé êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ). Îäèí èç àëãîðèòìîâ áàçèðóåòñÿ íà êîíöåïöèè îáðàòíûõ
çàäà÷ äèíàìèêè, âòîðîé { ñòðîèòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
Çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) ïîäðàçóìåâàåò èçìåíåíèå åãî îðè-

åíòàöèè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çà çàäàííîå âðåìÿ. Ïîä ñàìîé îðèåíòàöèåé
ÊÀ îáû÷íî ïîíèìàþò ïîëîæåíèå ñâÿçàííîé ñ ÊÀ ñèñòåìîé êîîðäèíàò ïî îòíîøåíèþ ê íå-
êîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû ðàçâîðîòà èçâåñòíû
çàðàíåå, åùå äî íà÷àëà ìàíåâðà, à èñõîäíûå óãëû ðàññîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíîãî è òðåáóåìîãî
ïîëîæåíèÿ ÊÀ ìîãóò áûòü ëþáûìè (îò íåñêîëüêèõ ãðàäóñîâ äî 180).
Äàííàÿ çàäà÷à â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ ðàññìîòðåíà â öåëîì ðÿäå ðàáîò [1{13]. Â áîëü-

øèíñòâå èç íèõ | ýòî çàäà÷à îïòèìèçàöèîííàÿ. Â ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïîëó-
÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ, îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ [1, 2], ðàñõîäó òîïëèâà èëè èíòåãðàëó
ýíåðãèè [1, 3, 5].
Äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòè-

ìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèÿ, ïîñòðîåííîå íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà [2]. Äðóãîé âàðèàíò ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ,
äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ïåðåîðèåíòàöèè îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ýêñ-
òåíñèâíîãî ðàçâîðîòà [1], áàçèðóþùåãîñÿ íà òåîðåìå Ýéëåðà î êîíå÷íîì ïîâîðîòå òâåðäîãî
òåëà, èìåþùåãî íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Âî ìíîãèõ àëãîðèòìàõ [3, 4, 6] ðåøåíèÿ äëÿ äàííûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçèðóþùèõ òðàåêòîðèé, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé, îïòèìàëüíûõ ïî êðèòåðèþ ðàñ-
õîäà òîïëèâà èëè áûñòðîäåéñòâèÿ â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå.
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Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàç-
âîðîòîì ÊÀ èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî â çàäàííîå êîíå÷íîå óãëîâîå ïîëîæåíèå çà çà-
äàííîå âðåìÿ. Îïòèìèçàöèÿ òðàåêòîðèè ïðîèçâîäèòñÿ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà èíòåãðàëà
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùåíèÿ ÊÀ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
Àâòîðîì ïðèâîäÿòñÿ ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ. Äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ÊÀ äàåòñÿ ïîëíîå ðåøåíèå
çàäà÷è ïåðåîðèåíòàöèè â çàìêíóòîé ôîðìå. Ïðèâîäèòñÿ ðàñ÷åò ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé
ïðè íàëè÷èè êîíêðåòíîãî âèäà îãðàíè÷åíèé.
Â ðàáîòàõ [7{9] àâòîðû ñòðîÿò ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ òðàåêòîðèé ïðè ïîìîùè äâàæäû

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ÷òî ïîçâîëÿåò èì óéòè îò äîñòàòî÷íî òðàäèöèîííûõ îãðàíè-
÷åíèé íà êëàññ äâèæåíèé â âèäå ïëîñêîãî ïîâîðîòà Ýéëåðà èëè ïîâîðîòîâ âîêðóã ãëàâíûõ
îñåé ÊÀ. Ïðåäëàãàåìûé àâòîðàìè àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïåðåîðèåíòàöèåé áàçèðóåòñÿ íà
êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè [11], ÷òî ïîçâîëÿåò àâòîðàì ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòìû
óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå äîñòèæåíèÿ òðåáóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì [12,13].
Â ñâÿçè c áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì àëãîðèòìîâ ïåðåîðèåíòàöèè, ìíîãèå èç êîòîðûõ ñòðî-

ÿòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âîçíèêàåò âîïðîñ, íà ñêîëüêî ñèëüíî
ïðîèãðûâàåò ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà îñíîâå êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè, ðåøå-
íèþ, ïîñòðîåííîìó íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Äëÿ îòâåòà íà äàííûé
âîïðîñ ñðàâíèì àëãîðèòìû, ïðåäëîæåííûå â [5] è â [7{9].

2. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìà ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ íà îñíîâå êîíöåïöèè îáðàòíîé
çàäà÷è äèíàìèêè è àëãîðèòìà ñ ìèíèìàëüíûì èíòåãðàëîì ýíåðãèè

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïîñëåäíèõ äâóõ àëãîðèòìàõ. Â îáîèõ ïîäõîäàõ â êà÷åñòâå
êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîì, îïèñûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâåííîå äâèæåíèå ÊÀ, èñïîëüçóþòñÿ
êâàòåðíèîíû, à ñàì ÊÀ ðàññìàòðèâàååòñÿ êàê òâåðäîå òåëî. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå ÊÀ
âîêðóã öåíòðà ìàññ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé:

2Λ̇ = Λ ◦ ω, (1)

Iω̇ + ω × Iω = u, (2)

ãäå êâàòåðíèîí Λ(t) = (λ0(t), λ1(t), λ2(t), λ3(t))
T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

|Λ(t)|2 = λ2
0(t) + λ2

1(t) + λ2
2(t) + λ2

3(t) = 1 (3)

è çàäàåò ïîëîæåíèå ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, ω = (ω1, ω2, ω3)

T ∈ R3 | âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñâÿçàííîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, u = (u1, u2, u3)

T ∈ R3 | óïðàâëåíèå, I | ìàòðèöà ìîìåíòîâ èíåðöèè
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ÊÀ, ◦ | îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ. Â ðàáîòàõ [7{9] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïî-
íåíòû âåêòîðà óïðàâëåíèÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè íåïðåðûâíû. Â ðàáîòå [5] ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè ÊÀ,
òî åñòü ìàòðèöà èíåðöèè ÊÀ I â (2) ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.
Â [7{9] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ èç ïðîèçâîëüíîãî çàäàííîãî íà÷àëü-

íîãî ïîëîæåíèÿ
Λ(0) = Λ0, ω(0) = ω0 (4)

â çàäàííîå êîíå÷íîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ

Λ(t∗) = Λ∗, ω(t∗) = 0 (5)

çà èíòåðâàë âðåìåíè T = [0, t∗]. Â [5] â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ïîëîæåíèÿ ÊÀ ìîæåò áûòü
çàäàíî íå òîëüêî ïîëîæåíèå ïîêîÿ.
Ïðåäëàãàåìûé â [7{9] àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïåðåîðèåíòàöèåé ïðåäïîëàãàåò, âî-ïåðâûõ,

ïîñòðîåíèå ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè, ïåðåâîäÿùåé ÊÀ èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ
â çàäàííîå êîíå÷íîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ, è ðåàëèçóþùåãî åå ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ è,
âî-âòîðûõ, ñèíòåç óïðàâëåíèÿ, ñòàáèëèçèðóþùåãî òðàåêòîðèþ ÊÀ.
Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â [7], ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ïðîãðàììíûå òðàåêòîðèè ÊÀ, óäîâëå-

òâîðÿþùèå çàäàííûìíà÷àëüíûì è êîíå÷íûì óñëîâèÿì â êëàññå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé. Â [7] êèíåìàòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Λ = (λ0(t), λ1(t), λ2(t), λ3(t)))

T , t ∈ T , ñòðî-
èòñÿ íà îñíîâå ïîëèíîìîâ 5-é ñòåïåíè ñëåäóþùåãî âèäà:

λi(t) =
µi(t)√
3∑

i=0

µ2
i (t)

,

µi(t) = λi∗ + ci1(t− t∗)
3 + ci2(t− t∗)

4 + ci3(t− t∗)
5, i = 0, 3,

(6)

ãäå êîýôôèöèåíòû cik, i = 0, 3, k = 1, 3, îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ (4){(5), îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì åäèíñòâåííóþ êèíåìàòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ. Èçìåíåíèå
ýòîé òðàåêòîðèè âîçìîæíî òîëüêî ïóòåì èçìåíåíèÿ îáùåãî âðåìåíè ìàíåâðà t∗. Ïðè ýòîì
ðåàëèçóþùåå êèíåìàòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ Λ(t) íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå èìååò âèä:

u = 2I(Λ−1(t) ◦ Λ̈(t)−Λ−1(t) ◦ Λ̇(t) ◦Λ−1(t) ◦ Λ̇(t))+4Λ−1(t) ◦ Λ̇(t)× IΛ−1(t) ◦ Λ̇(t). (7)

Â ðàáîòàõ [8, 9] ìíîæåñòâî òàêèõ ïîëèíîìîâ ðàñøèðÿëîñü äî ïàðàìåòðè÷åñêèõ êëàññîâ
ôóíêöèé, íà îñíîâå êîòîðûõ è ñòðîèòñÿ ïðîãðàììíàÿ òðàåêòîðèÿ. Ýòî ïîçâîëÿëî âûáèðàòü
â òàêèõ êëàññàõ òðàåêòîðèè, îïòèìèçèðóåìûå ïî íåêîòîðîìó êðèòåðèþ. Òàêèì êðèòåðèåì
ìîæåò áûòü ðàñõîä òîïëèâà, ìàêñèìàëüíûé óïðàâëÿþùèé ìîìåíò è ò.ä. Ïîäîáíûé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè. Ñ òåî-
ðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ðèòöà | Ãàëåðêèíà
â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äèíàìèêè [10], êîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ â çàäàííîì êëàññå ôóíêöèé, à
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îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò ëèøü êîýôôèöèåíòû ïðè äàííûõ èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ. Êðîìå òîãî,
äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà âåêòîð óïðàâëåíèÿ è
âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ÊÀ. Âûáîð ïîëèíîìîâ â êà÷åñòâå ôóíêöèé, íà îñíîâå êîòîðûõ
ñòðîèòñÿ ïðîãðàììíàÿ òðàåêòîðèÿ, äèêòóåòñÿ ïðåæäå âñåãî óäîáñòâîì è ïðîñòîòîé âû÷èñëå-
íèé. Àâòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìû, ñòåïåíü êîòîðûõ âûøå 5 èëè ôóíêöèè,
ïîñòðîåííûå íà îñíîâå êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà ñ äåôåêòîì 1.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìèàëüíûõ ðàñøèðåíèé ê ôóíêöèÿì µi(t), i = 0, 3, çàäàííûì

â âèäå (6), äîáàâëÿþòñÿ ïîëèíîìû ñëåäóþùåãî âèäà:

µki
i (t) = t3(t− t∗)

3(ci4 + ci5t + . . . + ciki
tki−4), i = 0, 3. (8)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì ïîëèíîìû µ̃i(t) = µi(t)+µki
i (t), òàêæå óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷-

íûì óñëîâèÿì (4){(5). Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ îïòèìèçàöèè âûñòóïàþò êîýôôèöèåíòû ïðè
øåñòîé è ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ.
Èñïîëüçîâàíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ñ äåôåêòîì 1 äëÿ ðàñøèðåíèÿ íàáîðà ôóíêöèé

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ê êàæäîé ôóíêöèè µi(t) (6), i = 0, 3, äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå

µs
i (t) = t(t− t∗)pi(t), i = 0, 3,

ãäå pi(t)|êóáè÷åñêèé ñïëàéí äåôåêòà 1, êîòîðûé âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé p′i(t)

ðàâåí íóëþ íà êîíöàõ èíòåðâàëà âðåìåíè T . Â ýòîì ñëó÷àå âñå âðåìÿ ïåðåîðèåíòàöèè ðàçáè-
âàåòñÿ íåêîòîðîé ñåòêîé íà ïðîèçâîëüíûå âðåìåíí �ûå îòðåçêè, à â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííûõ
ïàðàìåòðîâ âûñòóïàþò çíà÷åíèÿ ñïëàéíà âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè.
Òàê æå â ðàáîòàõ [8, 9] ïðèâåí àëãîðèòì ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â âèäå íåñòàöèîíàðíîé

îáðàòíîé ñâÿçè, ñòàáèëèçèðóþùåé ïðîãðàììíóþ òðàåêòîðèþ. Äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî ó÷åòó
îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ.
Â ðàáîòå [5] çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàçâîðîòîì ÊÀ â îá-

ùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êèíåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, ò.å. â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ω = (ω1, ω2, ω3)

T ∈ R3 ÊÀ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ
îïòèìàëüíîñòè òðàåêòîðèè âûñòóïàåò èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùåíèÿ ÊÀ:

G =
1

2

t∗∫
0

(I1ω
2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3)dt, (9)

ãäå I1, I2, I3 { ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè ÊÀ. Ïîëó÷åííîå àâòîðîì ïðè ïîìîùè
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå ω(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëå-
äóþùèì ñîîòíîøåíèÿì [5]:

ωi = b · pi

Ji

, i = 1, 3, ṗ = −ω × p, (10)

ãäå b =
√

(I1ω1)2 + (I2ω2)2 + (I3ω3)2 | ìîäóëü êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ÊÀ. Óðàâíåíèÿ (10)
ñîâìåñòíî ñ (1) ïîëíîñòüþðåøàþò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ â êèíåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Ê ñîæàëåíèþ, êàê îòìå÷åíî â [5], íàéòè îáùåå ðåøåíèå
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ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (10) ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé p(0) è p(t∗), êîòîðûå ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Λ(t∗) ◦ p(t∗) ◦ Λ̃(t∗) = Λ(0) ◦ p(0) ◦ Λ̃(0).

Ëèøü äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ÊÀ, ò.å. êîãäà J2 = J3, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðà-
âëåíèÿ ðåøåíà äî êîíöà [5]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÊÀ (ò.å. ïðè J1 6= J2 6= J3) ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1), (10) ïðåäëîæåíî íàõîäèòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Êðîìå òîãî, äàííîå ðåøå-
íèå ïðåäïîëàãàåò ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå âåêòîðà ω(t), ò.å. ìãíîâåííîãî äîñòèæåíèè ÊÀ
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íåêîòîðîé ðàñ÷åòíîé óãëîâîé ñêîðîñòèωðàñ, äâèæåíèþ ïî
èíåðöèè (ãëàâíûé ìîìåíò ñèë ðàâåí íóëþ) è ìãíîâåííîì ñáðîñå èìåþùåéñÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ [5].
Îãðàíè÷åíèå âåëè÷èíû ðàñïîëàãàåìîãî óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ

îãðàíè÷åííûõ ïî âðåìåíè ó÷àñòêîâ íàáîðà è è ãàøåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè. Â [5] ðàññìà-
òðèâàåòñÿ çàäà÷à íàáîðà è ãàøåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïðè ïîìîùè
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü âîçìîæíûõ óïðàâëåíèé îïèñûâàåòñÿ óñëîâèåì:

u2
1 + u2

2 + u2
3 ≤ m2

0.

Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî íà ýòàïå ðàçãîíà óïðàâëåíèå äîëæíî âûáèðàòüñÿ ïî ôîðìóëå:

u = m0J · ω

|J · ω|
,

à íà ýòàïå òîðìîæåíèÿ:
u = −m0J · ω

|J · ω|
,

ò.å. è âî âðåìÿ ðàçãîíà, è íà ýòàïå òîðìîæåíèÿ âåêòîð óïðàâëåíèÿ u äîëæåí áûòü ïàðàëëåëåí
âåêòîðó êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ÊÀ. Â ñëó÷àå, êîãäà íà ýòàïàõ ðàçãîíà è òîðìîæåíèÿ âåëè-
÷èíà ìîìåíòà u ïîñòîÿííà, â [5] ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè äëÿ âðåìåíè íàáîðà è ãàøåíèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè, âåëè÷èíû <ïðîèãðûøà> â êðèòåðèè (9) ïî îòíîøåíèþ ê îïòèìàëüíîìó ðåëåéíîìó
óïðàâëåíèþ è ò.ï.

3. Ìîäåëèðîâàíèå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èç [5]. Ðàññìîòðèì
ðàçâîðîò ÊÀ íà 180◦ èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ Λ(0), ñîâïàäàþùåãî ñ îñÿìè íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, â çàäàííîå êîíå÷íîå ïîëîæåíèå Λ(t∗) çà âðåìÿ t∗ = 240 c. Èòàê, èìååì
ñëåäóþùèå èñõîäíûå äàííûå:
{ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

Λ(0) = (1, 0, 0, 0), ω(0) = (0, 0, 0), t = 0;

{ êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

Λ(t∗) =
(
0,

√
0,5, 0,59, 0,39

)
, ω(t∗) = (0, 0, 0), t∗ = 240;
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{ ìàòðèöà ìîìåíòîâ èíåðöèè ÊÀ 118952,1 0 0

0 350466,9 0

0 0 269497,0

 .

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîé çàäà÷è ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ èç Λ(0) â Λ(t∗) (çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî ðàçâîðîòà â èìïóëüñíîé ïîñòàíîâêå) â [5] áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå çíà÷åíèÿ
âåêòîðà íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè:

ωðàñ = (0, 654311 ◦/ñ, 0, 057723 ◦/ñ, 0, 515097 ◦/ñ).

Íà ïðèâåäåííûõ äàëåå ãðàôèêàõ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ
τ = t/t∗, τ ∈ [0, 1].

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ω(t). Íà ãðàôèêå õîðîøî
ðàçëè÷èìû èíòåðâàëû ðàçãîíà è òîðìîæåíèÿ ÊÀ. Íà ýòèõ èíòåðâàëàõ êîìïîíåíòû âåêòîðà
óãëîâîé ñêîðîñòè èçìåíÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííî äåéñòâóþùåãî
ìîìåíòà, âû÷èñëÿåìîãî ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì â [5] ôîðìóëàì. Â ìîìåíò ïåðåõîäà ÊÀ íà
ýòàï äâèæåíèÿ ïî èíåðöèè è â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ âîçíèêàåò õàðàêòåðíûé
èçëîì, âèäíûé íà ãðàôèêàõ. Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (9) ñîñòàâèëî G = 4016 Äæ · ñ.

Ðèñ. 1. Êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ω(t)
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Äàëåå, íà ðèñ. 2{4, ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðîãðàììíûõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé, óïðàâëåíèé
è êîìïîíåíò êâàòåðíèîíà óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå ìå-

Ðèñ. 2. Êîìïîíåíòû âåêòîðà ω(t)

Ðèñ. 3. Êîìïîíåíòû âåêòîðà u(t)
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Ðèñ. 4. Êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà Λ(t)

òîäà, ïðèâåäåííîãî â [8, 9]. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðè÷åñêèõ êëàññîâ ôóíêöèé èñïîëüçîâàëèñü
ïîëèíîìû 6-é ñòåïåíè. Â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñîãëàñíî [5], âñå ôóíêöèè,
ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2{4, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Ýòîò ôàêò ëåãêî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî,
êàê óæå îòìå÷àëîñü â äàííîé ñòàòüå, ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ, ñîãëàñíî ìå-
òîäó [7{9], ïðîãðàììíàÿ òðàåêòîðèÿ èùåòñÿ â êëàññå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.
Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (9) ñîñòàâèëî G = 4517,2 Äæ · ñ.

Àíàëèç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷è-
ñëåííîé îïòèìèçàöèè ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè óïðàâëåíèå, ïîñòðîåííîå ñîãëàñíî [8, 9],
ïðèíèìàåò <èìïóëüñíûé> õàðàêòåð: íà íà÷àëüíîì ýòàïå (ñîñòàâëÿþùåì ïðèìåðíî òðåòü èí-
òåðâàëà óïðàâëåíèÿ)ÊÀñîîáùàþòíåîáõîäèìóþóãëîâóþ ñêîðîñòü, çàòåìíà ïðîìåæóòî÷íîì
ýòàïå (ñîñòàâëÿþùåì ïðèìåðíî òðåòü èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ) ÊÀ äâèæåòñÿ êàê ñâîáîäíîå
òåëî (óïðàâëåíèÿ áëèçêè íóëþ), íàêîíåö íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ïðîèñõîäèò òîðìîæåíèå
ÊÀ. Ïðîâåäåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî óâåëè÷åíèå ñòåïåíè ïîëèíîìà èëè ÷èñëà
èíòåðâàëîâ n ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïëàéí-ðàñøèðåíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè êèíåìàòè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè íå èçìåíÿåò õàðàêòåðà óïðàâëåíèÿ. Ñ ðîñòîì ñòåïåíè ïîëèíîìà èëè ÷èñëà n ëèøü
óìåíüøàåòñÿ âðåìÿ ðàçãîíà è òîðìîæåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, óâåëè÷èâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî
ïîòðåáíûé ìîìåíò óïðàâëåíèÿ.

Òàê æå áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïî ìåòîäèêå, ïðåäñòàâëåííîé â [7], ò.å. áåç êàêîé-
ëèáî îïòèìèçàöèè. Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (9) ïðè ýòîì ñîñòàâèëî G = 7579,2 Äæ · ñ.
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4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ, îäèí èç êîòîðûõ
áàçèðóåòñÿ íà êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè, à äðóãîé îñíîâàí íà ðåøåíèè çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ïðèâåäåí ïðèìåð
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ ïðè èñïîëüçîâàíèè óïðàâëåíèÿ,
ïîñòðîåííîãî ïî îáîèì àëãîðèòìàì. Ïðèâåäåíû ðåêîìåíäàöèè ïî öåëåñîîáðàçíîñòè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî àëãîðèòìà.
Âûèãðûø àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â [5], ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà èíòåãðàëà ýíåðãèè âðà-

ùåíèÿ ÊÀ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ñîñòàâèë îêîëî 12%. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíûé ñóì-
ìàðíûé ìîìåíò óïðàâëåíèÿ ó âûèãðàâøåãî àëãîðèòìà ïðèìåðíî íà òå æå 12% âûøå, ÷åì ó
àëãîðèòìà, áàçèðóþùåãîñÿ íà êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè. Âûèãðûø óêàçàííîãî
àëãîðèòìà áûë ëåãêî ïðåäñêàçóåì, òàê êàê ñàì àëãîðèòì öåëèêîì íàïðàâëåí íà ìèíèìèçàöèþ
èìåííî óêàçàííîãî â ïðèìåðå êðèòåðèÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îñíîâíîé öåëüþ ïðè âûïîë-
íåíèè ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ óêàçàííîãî âûøå êðèòåðèÿ, òî ñëåäóåò
îñòàíîâèòü ñâîå âíèìàíèå íà àëãîðèòìå, ïðèâåäåííîì â [5]. Äàííûé àëãîðèòì, õîòÿ è íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ îïòèìàëüíûì èç-çà òîãî, ÷òî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîäðàçóìåâàåò ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå âåêòîðà óãëîâîé
ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè, íî ñòðîèò óïðàâëåíèå, íàèáîëåå áëèç-
êîå ê îïòèìàëüíîìó. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ìåòîäå ñâÿçàííàÿ ñ ÊÀ
ñèñòåìà êîîðäèíàò äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè ÊÀ. Òàê æå
îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñòàáèëèçàöèè ïîëó÷åííîé ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè.
Âòîðîé èç ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ, èçëîæåííûé â ðàáîòàõ [7{9], ÿâëÿåòñÿ ìåíåå óç-

êîñïåöèàëèçèðîâàííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ [5]. Â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííîãî êðèòåðèÿ ìîæåò
âûñòóïàòü è óæå óïîìèíàâøèéñÿ èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÊÀ, è âåëè÷èíà ñóììàð-
íîãî ìîìåíòà, è âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ìîìåíòà è ò.ï. Äàííûé àëãîðèòì â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùåãî ðàáîòàåò è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû èíåðöèè ÊÀ. Ïîñòðîåííîå íà åãî
áàçå óïðàâëåíèå, ñòàáèëèçèðóþùåå ïðîãðàììíóþ òðàåêòîðèþ, ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ïå-
ðåîðèåíòàöèþ ÊÀ â ñëó÷àå îøèáîê â èíåðöèîííûõ ïàðàìåòðàõ ÊÀ, à òàê æå â ñëó÷àå âîçäåé-
ñòâèÿ êàêèõ-ëèáî íåó÷òåííûõ ôàêòîðîâ. Îäíàêî ïîëó÷àåìûå ïî äàííîìó ìåòîäó òðàåêòîðèè
ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ êàêîãî-ëèáî êðèòåðèÿ, òàê
êàê ñèíòåçèðóåìûå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè, à íå
àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé àëãîðèòì óïðà-
âëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ â ðàçíûõ
ñèòóàöèÿõ âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â îïòèìèçàöèè òðàåêòîðèè ïî ðàçëè÷íûì êðèòåðèÿì, à
òàêæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà äåéñòâóþò êàêèå-ëèáî íåó÷òåííûå ôàêòîðû, íàïðèìåð îøèáêè â
ìàòðèöå èíåðöèè èëè âíåøíèå âîçìóùàþùèå ìîìåíòû.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 11-01-00733 è Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà

ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò ÍØ-3659.2012.1).
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The comparative analysis of two various approaches to synthesis of control's algorithms for a
spatial reorientation of the spacecraft is given. One of such approaches is based on the concept of
the inverse problems of dynamics. It allows to synthesize a smooth programmed control, to build
the controls stabilizing program trajectories, to consider restrictions and allows to spend numerical
optimization of a trajectory by the chosen criterion. The second approach is based on a synthesis
of the optimal program control using the Pontryagin maximum principle. The results of numerical
modeling are shown. The comparative analysis of the received results is given.
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